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Abstract

Diese Fachbereichsarbeit erwdhnt und wiederholt in Kapitel [1| viele Eigenschaften
und Sétze iiber Polynome. Dieses Kapitel baut jene mathematischen Grundlagen
auf, die im Kapitel [2| benotigt werden. Dazu zahlt z.B. der Begriff der Polynome
in mehreren Variablen (1.5) und die Anzahl der Partitionen einer natiirlichen Zahl

(1.6). Kapitel [2] stellt den Hauptteil dieser Arbeit dar.

Der Kern der Arbeit ist die Newton’sche Beziehung ([2.2]), welche uns eine rekursive
Vorschrift zur Berechnung der Koeffizienten jenes Polyoms von elementarsymme-
trischen Polynomen gibt, welches der g-ten Potenzsumme identisch ist. Aus dieser

rekursiven Darstellung schlieflen wir eine explizite (Satz [2.2.10)).

Im Weiteren ([2.3]) befassen wir uns mit Spezialfillen, in denen die Berechnung der
Koeffizienten noch einfacher wird. Abschnitt liefert Ansiitze zu interessanten,
bisher ungelosten, weiterfithrenden Fragestellungen.

Kapitel [3] beschéftigt sich mit Aufgaben, bei denen die Erkenntnisse dieser Fach-
bereichsarbeit zielfiihrend sind. Im Anhang (6.1)) sind die Koeffizienten der Potenz-
summen bis zu sg berechnet.

In chapter 1] this paper mentions many properties and theorems of polynomials,
furthermore it defines polynomials in more than one variable and the number of
partitions of a non-negative integer. This chapter is important to understand the
main part, chapter [2|

The most important content of this paper are the Newton’s identities . It gives
us an implicit rule to evaluate the coefficients of the polynomial in elementary sym-
metric polynomials which equals a power sum. Then we create an explicit formula
to evaluate the coefficients out of our implicit rule (theorem [2.2.10).

Furthermore we take a look at some special cases where the formula gets even easier
(2.3)). Section deals with ideas for interesting, but yet unsolved problems.

Chapter [3| deals with some problems where the results of this paper are useful. In
the appendix (6.1)) you can see tables where the coefficients of the power sums are
calculated up to sqp.
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0 Vorwort

Dass mich das Thema Polynome besonders fasziniert, ist nicht zuletzt die Schuld
meines Mathematik-Olympiade Professors Mag. Heinrich Josef Gstottner. Ich be-
suche seit 2003 seinen Kurs, in dem er mit Vorliebe das erzéhlt, was er auch beim
Vorbereitungstraining fiir den Bundeswettbewerb der Osterreichischen Mathematik-
Olympiade in Raach vortragt — Polynome. Einige Schiiler des Vicklabrucker Kurses
haben sich 2009 fiir Raach qualifiziert und dort ein Beispiel von Prof. Mag. Hein-
rich Josef Gstottner ausgearbeitet. David Seufer-Wasserthal, ein inzwischen guter
Freund von mir, hat dabei empirisch die Newton’sche Beziehung entdeckt, ohne je-
mals vorher davon gehért zu haben. Darauthin war Florian Aigner fasziniert und
berechnete rekursiv die Darstellung einiger Potenzsummen. Prof. Mag. Heinrich Jo-
sef Gstottner entdeckte dabei die Regeln [2.3.1| und [2.3.3| fiir die Koeffizienten.
Kann man die Darstellung von s, allgemein berechnen?

Damit beschéftigte ich mich in den Mathematikstunden, da mich mein Mathemati-
klehrer Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl freistellte. Zuerst wollte ich selbst einen Beweis
fiir die Newton’sche Beziehung finden. Daraus wurden aber nur Erkenntnisse iiber
die Anzahl der Partitionen einer Zahl (siehe [1.6). Umso mehr verbliiffte mich die
Einfachheit des Beweises. Meine weiteren Erkenntnisse waren brauchbarer und sind
im Abschnitt 2.2 zusammengefasst.

Beim Trainingslager des Vocklabrucker Kurses sprach Prof. Mag. Heinrich Josef
Gstottner iiber die Newton’sche Beziehung. Zu dem Zeitpunkt hatte ich bereits die
Formel gefunden. Ich prisentierte sie ihm als das ultimative Resultat. Seinen
unglaubigen Blick werde ich nie vergessen, als ich sagte: ,,Ich habe eine Formel fiir
die Berechnung aller Koeffizienten!“ Eine Woche spéter bat ich Prof. Mag. Heinrich
Josef Gstottner, die Aufgabe in seinen Ubungszettel zu iibernehmen. In Raach
2010 habe ich mit ihm die Formel nochmals diskutiert, und wir haben einige Bei-
spiele berechnet. Ich habe die Aufgabe vorgetragen. Dass Prof. Mag. Heinrich
Josef Gstottner zur Berechnung der Koeffizienten nach dem Auflésen des Multino-
mialkoeffizienten alle Summanden auf einen gemeinsamen Nenner schrieb, brachte
mich auf die Idee: , Lésst sich die Formel vielleicht allgemein vereinfachen?* Nach
einer halben Stunde mit Papier und Stift habe ich dann geschétzte zehn Luftspriinge
gemacht und die zentrale Formel dieser Arbeit gefunden.

Den grofiten Dank spreche ich Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl, dem Betreuer dieser
Arbeit aus. Er schlug sich Néchte um die Ohren, um die Fachbereichsarbeit vor-
anzutreiben. Da musste sogar seine Familie warten. Genauso danke ich Prof. Mag.
Heinrich Josef Gstottner, der diese Arbeit nicht offiziell betreut hat und sie sich nicht
anschauen hétte miissen. Er hat seine Freizeit verwendet, die Arbeit zu lesen. Er hat

il



sie sogar in den Ferien mit mir besprochen. Ohne seine vielfiltigen und wertvollen
Tipps hétte diese Arbeit nicht diese Form annehmen koénnen.

Ein Dankeschoén geht auch an Stephan Pfannerer und Felix Dréxler, an deren Fach-
bereichsarbeiten iiber Kombinatorische Spieltheorie bzw. iiber die Ungleichung von
Jensen ich mich orientieren konnte. Ich danke Prof. Mag. Franz Brunner, der diese
Fachbereichsarbeit besonders auf Rechtschreibung und Grammatik gelesen hat und
Prof. Mag. Ute Holl-Pachler, die das Abstract korrigiert hat.

Ich danke weiters allen Leuten, die beim Gelingen dieser Fachbereichsarbeit beige-
tragen, diese unterstiitzt und erst moglich gemacht haben. Dazu gehoren der Klas-
senvorstand Prof. Mag. Reinhard Ammer, Direktor Prof. Dipl.-Ing. MMag. Man-
fred Kienesberger und meine Mitschiiler. Nicht zuletzt danke ich meinen Eltern,
Dipl.-Ing. Dr. Heidrun Fuchs und Dipl.-Ing. Mag. Dr. Helmut Fallmann, die mir die
Schulbildung ermoglichten.

Ich erkldre hiermit eidesstattlich, dass ich diese Arbeit selbst verfasst, und aus-
schliellich die im Literaturverzeichnis angegebene Literatur verwendet habe. Sitze
und Beweise, die von mir sind, habe ich mit [E] gekennzeichnet (siehe auch Quel-
lenverzeichnis . Nicht zitierte Satze und Definitionen sind allgemein bekannt.

Vocklabruck, 10. Marz 2011
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1 Einfithrung

1.1 Polynome

Viele stetige Funktionen sind Polynomfunktionen oder lassen sich sehr gut durch
Polynome annéhern. Daher sind Polynome sehr niitzlich und wichtig. Polynome
haben viele handliche Eigenschaften, die wir in den folgenden Abschnitten behandeln
werden.

Natiirlich wére es schon, Polynome allgemein fiir Korper zu definieren. In vielen
Sétzen, beispielsweise beim Fundamentalsatz der Algebra (siehe , werden wir
jedoch Eigenschaften von komplexen Zahlen benétigen. In C kénnen wir jedenfalls
die Korpereigenschaften voraussetzen. Daher werden wir uns auf die Grundmenge
der komplexen Zahlen beschréinken.

Definition 1.1.1 (Polynom in einer Variablen, vgl. [3], S. 1)
Als ein Polynom von x bezeichnet man P (x), wenn

n

P(z) = g agazg:a0x0+a1x1+a2x2+...+anx” n €N
9=0
ag, i, as, . . ., a, werden Koeffizienten bei 2°, x', 22 ... 2" des Polynoms P(z) ge-

nannt.

Definition 1.1.2
M]z| bezeichnet die Menge aller Polynome P(x), bei denen ag,ay,as,...,a, € M
gilt.

Bei uns wird M immer eine Teilmenge von C sein. Allgemein ist das nicht notwendig.
In dieser Arbeit werden wir meist M = C meinen, wenn wir nichts diesbeziiglich
schreiben.

Wenn der ,,fithrende“ Koeffizient a,, gleich 1 ist, so bezeichnen wir P(x) als ein
normiertes Polynom.

Die einzelnen Summanden a,z? mit g € {0,1,2,...,n} werden Monome genannt.
Fiir n = oo spricht man von unendlichen Potenzreihen. Manchmal werden diese
falschlicherweise auch ,,unendliche Polynome* genannt.

Definition 1.1.3 (Grad eines Polynoms, vgl. [3], S. 1)
Es bezeichnet n den Grad deg (P (x)), wenn a, # 0 ist.
Wir schreiben deg (P (z)) = n.



Dem Polynom P (x) = 0 Vx wird der Grad —oo zugewiesen. Wieso diese Zuweisung
sinnvoll ist, werden wir spéter sehen. Man bezeichnet dieses Polynom auch als das
Nullpolynom. Wenn deg (P (x)) = 0 gilt, so spricht man von einem konstanten
Polynom, wenn deg (P (x)) = 1 ist, so spricht man von einem linearen Polynom,
wenn deg (P (x)) = 2 gilt, so spricht man von einem quadratischen Polynom. Bei
deg (P (x)) = 3 spricht man von einem kubischen Polynom.

Definition 1.1.4 (Identitit zweier Polynome)
Wir betrachten zwei Polynome als identisch, wenn sie gleiche Grade haben und in al-
len Koeffizienten tibereinstimmen. Wenn P(x) und Q(x) identisch sind, so schreiben

wir P(z) = Q(z).

Wenn wir wissen, dass zwei Polynome identisch sind und daraus schlieffen, dass alle
Koeffizienten gleich sind, so fithren wir einen Koeffizientenvergleich durch.

Definition 1.1.5 (Nullstellen eines Polynoms, vgl. [3], S. 2)
Als Nullstelle eines Polynoms P(x) bezeichnen wir eine Stelle x € M, bei welcher
P(z) =0 gilt.

Beispiel 1.1.6
P (xz) = 2x — 3 ist ein Polynom ersten Grades (linear) von x. Da ag = —3 € Z und
a; =2 € Z gilt, folgt P (z) € Z[z] (C Q[z] C Rz] C C[x]).

Beispiel 1.1.7
Q (x) = 8,3 ist ein Polynom nullten Grades (konstant) von z. Weil ag = 8,3 € Q

gilt, folgt Q (x) € Qx].

Beispiel 1.1.8
R(z) = 2° + az* + b*ix® mit a,b € C ist ein normiertes Polynom fiinften Grades
von x. Weil ag,ay,...,as5 € C gilt, folgt R (x) € C|x].

Keine Polynome sind zum Beispiel f(z) = 2« + < und die Winkelfunktionen.

1.2 Rechnen mit Polynomen

Wie in der allgemeinen Literatur iiblich, definieren wir Addition, Subtraktion und
Multiplikation von Polynomen. Wir verwenden dabei das Kommutativ-, das Assoziativ-
und das Distributivgesetz.

Addition und Subtraktion
Definition 1.2.1 (Addition und Subtraktion von Polynomen, vgl. [3], S. 2)

Sei P(x) = ZZ:O agx? ein Polynom in x vom Grad n mit den Koeffizienten ag, a1, . . ., a,
und Q(z) = > 71, byx? ein Polynom in x vom Grad m mit den Koeffizienten



bo, b1, ..., by. Dann ist

n m max(m,n)
Plz) £ Q(z) = Zagmg + Z bya?! = Z (ag £ by)z?
9=0 9=0 g=0

Wenn n > m gilt, setzen wir by, =0 fiir g > m. Ist n < m, so setzen wir ay = 0 fiir
g>n.

Die Summe zweier Polynome ist also wieder ein Polynom. Der Grad der Summe
der Polynome P(z) und Q(z) ist kleiner oder gleich dem Maximum der Grade der
einzelnen Polynome. Das heifit deg(P(x) + Q(x)) < max(deg(P(z)),deg(Q(z))) =
max(n,m).

Multiplikation

Definition 1.2.2 (Multiplikation von Polynomen, vgl. [3], S. 2)

Sei P(z) =370 agv? ein Polynom in x vom Grad n mit den Koeffizienten ag, as, ..., ay
und Q(z) = > 71, byx? ein Polynom in x vom Grad m mit den Koeffizienten
bo, b1, ..., by. Dann gilt

P(z)-Q(z) = (Z agx9> : (Z ngg> =

9=0

= aobo -+ ((Ilbo + agbl)x -+ (agbg -+ a1b1 -+ aon)xz + ...+

g
+ (Zag_hbh> 29+ .+

h=0

(@nbm—1 + Gn_1bp) 2" 4 @, byt

Das Produkt zweier Polynome ist auch ein Polynom. Auch beim Multiplizieren von
Polynomen gelten das Kommutativgesetz und das Assoziativgesetz. Durch einfaches
Nachrechnen erkennen wir, dass dieser Formel das Distributivgesetz zu Grunde liegt.
Der Grad des Produkts der Polynome P(z) und Q(z) ist m + n, da der Koeffizient
bei "™, der gleich a,b,, ist, sicher verschieden von Null ist.

Ein Sonderfall ist, wenn P(x) oder ()(z) das Nullpolynom ist. Aber auch dann ist
der Grad des Produkts der Polynome P(x) und Q(x) gleich m + n = —oo. Hier
sehen wir, dass es sinnvoll ist, dass wir dem Nullpolynom den Grad —oo zuweisen.

Sei M = {y1,v2, ..., yx} die Menge der Nullstellen von P(z) und N = {21, 22, ..., 2}
die Menge der Nullstellen von @ (). Dann ist die Menge der Nullstellen des Produkts
P(z) - Q(z) gleich der Vereinigungsmenge M U N = {y1, Y2, ..., Yk, 21, 22, - - -, 21 }-



Division

Wir wollen nun Polynome auch dividieren kénnen. Bei Polynomen ist es dhnlich wie
bei ganzen Zahlen, wir konnen nicht immer ohne Rest dividieren. Wenn wir zum
Beispiel die Division % ausfiihren, so ist das Ergebnis 4 und 2 Rest. Die Probe lautet
4.3+ 2 = 14. Der Rest bei der Division muss immer kleiner als der Divisor sein.
Die Division ist eindeutig.

Analoges gilt auch fiir Polynome. Wir definieren die Division iiber die Probe:

Satz 1.2.3 (Division von Polynomen, vgl. [3], S. 57 ff) Wenn P(z) und D(x)
Polynome sind mit deg(D(z)) = d < deg(P(z)) = n, dann gibt es genau ein Po-
lynom Q(z) vom Grad n — d und genau ein Polynom R(x) mit deg(R(z)) < d,
sodass

P(z) = D(z) - Q(z) + R(x)

Beweis. (vgl. [11])

Wir setzen P(x) = Y . _ja2?, D(z) = EZ:O byr?, Q(z) = Z:;g cox? und R(z) =
Z;l;é rqxd, wobei a, # 0, by # 0 und ¢,_q # 0 gilt, aber r4_; durchaus Null sein
darf. Daraus ergibt sich:

n
E ( g
agT
9=0

Das ist dquivalent zu:

d n—d d—1
(Z ng9> . (Z chg> + Z rex?
g=0 g=0

g9=0

ao + a1z + asz® + ...+ apa" =

= (Cob() + ’f’o) + (Clbg + Cobl + 7”1)$ + (Cgbo + Clbl + Cobg + 7“2)1'2 + ...+
—|—(Cn,d,1bg 4 Cp—g—obi + ... + rn,d,l)xn_d_l + (Cn,dbo 4+ Cp—g—1b1 + .. .)x"_d + ...+
+(Cn—dba—1 + Cn—a-1ba)x" " + ap_gbazr"

Durch Koeffizientenvergleich (Anwendung der Definition der Identitéit zweier Poly-
nome) erhalten wir folgendes Gleichungssystem:

o Cn—aba = ay, g Cn—d = Z—Z
n—1 . _ _ an—1—Cn_gbg_1
z D Cp—d—1ba+Cu_gbi1 = ap1 = Cn—d—1 = n*
—d
d. n—d o . ad—22:1 Cgba—g
o Zg:O Cgbdfg = Qq g Cg = — b

Wir haben n—d+1 Gleichungen und n—d+1 Unbekannte cg, ¢q, . . ., ¢,_q. Wir l6sen
dieses Gleichungssystem von oben nach unten: Aus der ersten Gleichung kénnen wir
Cn_q sofort berechnen. Aus der zweiten Gleichung errechnen wir ¢, _4_1, dann ¢, _4_»
usw. bis ¢g. Dadurch kénnen wir Q(x) eindeutig bestimmen. Wir erhalten durch den
Koeffizientenvergleich aber noch weitere d Gleichungen:



d—1 . n—d—1 . o n—m—1
T : Zg:(] Cgbdfgfl +7T4-1 = Qg1 = Tq-1 = Q4—1 — Zg:(} Cgbd,g,1
x? Cgbo + c1by + Cobg +7r9 = ao < T = Q9 — CQbo + c1by + Cgbl
x: Clbo + Cob1 +7r = m < rn = a1 — Clbo + Cob1
20 Cobo +7r9 = aog < o = ag— boCQ
Auch dieses Gleichungssystem in g, 71, ..., 741 losen wir von oben nach unten. Wir
konnen daraus eindeutig R(z) bestimmen.
U

P(z) nennen wir das Zihlerpolynom oder Dividendenpolynom. D(z) heift
Nennerpolynom oder Divisorpolynom. Q(z) nennen wir das Quotientenpo-
lynom und R(z) bezeichnen wir als das Restpolynom. Wenn R(z) = 0, so sagen
wir D(z) teilt P(z). Ansonsten teilt D(z) nicht Q(x).

Mit dem verallgemeinerten Horner-Schema kann man elegant Polynome dividieren,
siche auch [16].

Satz 1.2.4 (Linearfaktoren eines Polynoms, vgl. [2], S. 98)
Wenn & Nullstelle eines Polynoms P(x) mit deg(P(z)) = n ist, dann gibt es ein
Polynom Q(z) vom Grad n — 1, sodass

P(z) = (z - 2)Q(z)
gilt.
Beweis. ([E])

A

Um diesen Satz zu beweisen, zeigen wir, dass wir aus der Differenz P(x) — P(z)
immer den Faktor (x — &) herausheben koénnen.

Wenn # eine Nullstelle des Polynoms P(x) = Y7 a,29 ist, so gilt

n

P(z) = P(zx)—0=P(z) — P(2) = Zagxg - Zagi’g = Zag(xg —129)

g9=0

Der erste Summand der Summe ist ag(z® — 2Y) = ao(1 — 1) = 0. Deshalb ist

P(z) = Zag(xg — 1Y)

9=1

Durch Ausmultiplizieren kénnen wir leicht folgende Identitéit nachweisen:

g—1
-1 =(r—17)- <Z x9h1£h> =@—2) (29 + a2+ 290+ + 20
h=0



Wir kénnen P(x) daher schreiben als

Zag(x —I) - (i xhigh1> =(z—21a)- Z ag (i :ch:i'gh1> = P(x)

Damit ist Q(z) = Y. aq ( 9, @977~} das Polynom vom Grad n — 1, dessen
Existenz wir nachweisen wollten.

O

Beispiel 1.2.5

Sei P(x) = 2 + * — 14x — 24. Wir erkennen, dass x = 4 eine Nullstelle von P(z)
ist. Es ist namlich P(4) =644 16 — 56 — 24 = 0. Es muss also P(x) durch (z — 4)
teilbar sein. Dazu schreiben wir:

P(x) 3+ 2% — 14x — 24

(23 —43) + (2% —4%) — 14(xz — 4) — 24(1 — 1)
(x—4)- (2P +4+4)+ (2 —4) - (x+4) — 14(x — 4)
(x—4) - (2*+ (44 Do+ (42 4+ 4 — 14))

(x —4) - (z* + 5z + 6)

T —

1.3 Fundamentalsatz der Algebra

Ein sehr wesentlicher und allgemein bekannter Satz fiir unsere weiteren Uberlegungen
iiber Polynome ist der Fundamentalsatz der Algebra. Er stellt fiir uns im Komplexen
sicher, dass wir auch tatséchlich Nullstellen von Polynomen finden kénnen.

Satz 1.3.1 (Fundamentalsatz der Algebra, [2], S. 205)
Jedes Polynom P: C — C vom Grad n > 1 besitzt mindestens eine Nullstelle.

Beweis. (vgl. [2], S. 208)

Eigentlich benétigt der folgende Beweis die Definition von kompakten Mengen. Wir
miissen wissen, dass Polynome sowie die Betragsfunktion stetig sind und dass ein
globales Minimum existiert, wenn es ein globales Infimum gibt. Der Beweis des
Fundamentalsatzes der Algebra baut auf vielen Eigenschaften stetiger Funktionen
auf. Aus Griinden einer besseren Lesbarkeit und weil diese Arbeit einen anderen
Schwerpunkt hat, verwenden wir diese Sachverhalte ohne Beweis. Zudem sind viele
der oben genannten Eigenschaften mathematisches Allgemeinwissen.

Sei P(z) =3 _)_, anz™ ein Polynom in komplexen Zahlen (aj, € C) vom Grad n > 1.
Wir teilen das Polynom durch den fithrenden Koeffizienten a,. Diese Operation
verdndert sicher nichts an den Nullstellen.

Wir beweisen indirekt, dass das Polynom eine Nullstelle haben muss. Dazu nehmen
wir nun an, dass P(x) keine Nullstelle habe.

Sei nun f(z) = |P(z)| Vx. Die Funktion f : C — R ist stetig, da das Polynom P(z)
und die Betragsfunktion stetig sind.



Lemma 1.3.2 Es gibt eine Zahl C € R, sodass fiir alle z € C, die betragsmdfig
grofer als C' sind, die Ungleichung f(z) > f(0) gilt.

Beweis des Lemmas.

Wir setzen C' = max{1, (2f(0)),2 S 0o lan|}. Sei nun |z| > C. Wir beweisen das
Lemma durch ein paar Abschétzungen:

n—1 n—1
z”—l—ZaHz[h " 1+Zah|zlh7"
h=0 h=0

Aus der Dreiecksungleichung |25 ax| < 30— |an| folgt

£(2) > |AI" (1—Z|ah||z|h ) e ( : |2|Z|’,f‘fi_1)

h=0

= |2l

Weil |z| > 1, ist dieser Ausdruck grofier oder gleich

()

Aufgrund von |z| > 23777 |a| konnen wir diesen Ausdruck wiederum folgender-

maflen abschitzen:
n 1 |2]"
A (1-5) =5
2 2

Dieser Term ist groBer oder gleich f(0), da |z| > (2f(0))«

O
Wegen der Giiltigkeit des Lemmas muss das globale Minimum der stetigen Funktion
f(z), das es sicher gibt, da f(x) nach unten beschrénkt ist, im Kreis mit dem Radius
|z| und Mittelpunkt 0 in der komplexen Zahlenebene angenommen werden. Dieser

Kreis ist eine kompakte Menge. Sei Z eine Stelle, sodass f(Z) minimal ist. Da laut
Annahme P(z) keine Nullstelle besitzt, ist f(x) = |P(z)| > 0 fiir alle z.

Wir schreiben nun das Polynom P(z) um.

Lemma 1.3.3 (Entwicklung eines Polynoms um eine Stelle, vgl. [2], S. 95)
Fiir jedes Polynom P(x) € Clx| und fir jedes ¢ € C gibt es ein eindeutiges Polynom

Q(z) € Clz] mit deg(P(z)) = deg(Q(z)), sodass
P(z) = Q(x — ¢

Beweis des Lemmas. (vgl. [2], S. 95)
Sei P(x) =3 ,_ga,a? und Q(z) = 0 bya?. Es ist

g=0

n n

Zagxg = Zag(x —c+c)f!

g=0 9=0



Laut binomischem Lehrsatz gilt
n g g
P(z)=)» a, (h) Iz — )
g=0 h=0

Alle Summen sind endlich. Daher diirfen wir die Summationsreihenfolge vertauschen.
Da (7) = 0 fiir hh > g gilt, ist 325 (7) = 25 (7). Daraus folgt:

P =YY 0 (f)e et =y (Z o(]) ) (=

9=0 h=0 h=0 \g=0

Mittels Koeffizientenvergleich konnen wir die gesuchten Koeffizienten des Polynoms

Q(z) bestimmen:
n g B
by, = Zag(h)cg h

9=0

Sei B(x) ein Polynom, sodass

3
S
|
[\
~
Il
oy
—~
=
Il
&
—
8
s}
|
@
I
S
o
+
=
s}
|
N>
~—

Der Parameter k ist so gewéhlt, dass b, # 0. Dieses k muss natiirlich die Ungleichung
1 < k < n erfiillen, da sonst die Summe nicht sinnvoll wére. Da n > 1 ist, gibt das
sicher keine Probleme.

Laut unserer Annahme ist P(2) = B(0) # 0. Daher ist by # 0.

Weil wir iiber die Existenz der k-ten Wurzeln komplexer Zahlen bescheid wissen,
gibt es ein ¢ derart, dass t* = 2—2 Wir betrachten nun P(Z + ¢t) fiir ein € > 0 und
formen um:

bo+ Y by(et)? = by + byt + Y by(et)?

P(z+et) =
g=k g=k+1
~ b
= by —e"by+ M I c9-kt9
0 0 0 Z o
g=k+1
= bO 1-— zn: b—gé‘:g_kt‘q
bo
g=k+1
In jedem Term der Summe ZZ:k 41 Z—f}e“’“t«" kommt € zumindest zur ersten Potenz

vor. Wenn wir also € klein genug wéhlen, so gilt

n

Z Z—gegktg

g=k+1 0

1

<
-2




Daher gilt folgende Ungleichungskette:

k

et =PG40l <l (1= 5 ) <l = 1P = £

Diese Aussage steht aber im Widerspruch dazu, dass Z eine Minimalstelle von f ist.
Damit ist der Fundamentalsatz der Algebra bewiesen.

O

1.4 Linearfaktoren und Satz von Vieta

Betrachten wir nun ein Polynom

n

P(z) = Z agx?

g9=0

mit n > 1. Laut Fundamentalsatz der Algebra hat das Polynom mindestens eine
Nullstelle. Nennen wir diese x;. Laut Satz kénnen wir P(x) schreiben als

P(r) = (v — 21)Q(z)

Dabei hat Q(x) den Grad n—1. Falls n—1 > 1 ist, so hat laut Fundamentalsatz der
Algebra (x) wiederum mindestens eine Nullstelle, nennen wir sie z5. Wir kénnen
weiters P(x) = (x — z1)Q(x) als

P(z) = (x — x1)(z — 22) R(x)

schreiben, wenn nun der Grad von R(z) gleich n—2 ist. Diese Argumentation kénnen
wir so oft durchfiihren, solange der Grad des Quotientenpolynoms mindestens 1 ist.
Also ist

Plz)=(x—z))(x —x9)(x —23) - (x —2,)C = CH(J; — )

g=1

C' ist ein konstantes Polynom (von z). Wir nennen diese Darstellung von P die
Produktform. Ein Term (z —x;,) mit 1 < h < n heifit Linearfaktor des Polynoms
P(z).

Offensichtlich sind x1, x9, 23, ..., x, die Nullstellen des Polynoms P. P hat also n,

nicht notwendigerweise verschiedene Nullstellen. Daraus resultiert folgendes

Korollar 1.4.1 (vgl. [11])
Hat ein Polynom P(x) mit deg(P(z)) < n mehr als n Nullstellen, so muss es das
Nullpolynom sein.

Aufgrund des bisher Gezeigten kénnen wir nun folgenden wichtigen Satz iiber Po-
lynome beweisen, der in dieser Arbeit aber nur eine untergeordnete Rolle spielt:



Satz 1.4.2 (Identitdtssatz, vgl. [11])
Wenn zwei Polynome gleichen Grad n haben und an mindestens n + 1 paarweise
verschiedenen Stellen tibereinstimmen, so sind sie identisch.

Beweis. (vgl. [11])

Wenn der Grad der beiden Polynome P(x) und Q(z) kleiner oder gleich n ist und
P(z) = Q(x) an mindestens n + 1 Stellen gilt, so hat die Differenz D(z) = P(x) —
Q(z) auch einen Grad kleiner oder gleich n und mindestens n+ 1 Nullstellen. Daher
ist D = 0. Daraus folgt, dass die Polynome P und () identisch sind.

U

Da die Nullstellen eines Polynoms eindeutig sind, ist auch die Zerlegung in Line-
arfaktoren bis auf die Reihenfolge eindeutig. Wenn das Polynom P die Nullstellen
xi,T2,T3,...,T, besitzt und es gilt xp, = x,, = ... = x), = a mit paarweise
verschiedenen Indizes 1 < hq, ho, ..., hi < n, so bezeichnen wir a als k-fache Null-
stelle von P.

Wenn wir die Produktform von P(z) ausmultiplizieren und das Polynom anschlie-
Bend normieren, erhalten wir

P(x
(T) =" - <$1+x2+...+$n)xnil+
(179 + 2123+ ... T1 Ty + ToTs + ToTy + ...+ ToTp + .. Ty 1Ty )T

n—3

V(X1 X9x3 + o TpoTp1Ty) ..+ XX Ty,
Der Koeffizientenvergleich fiithrt uns auf den folgenden Satz:
Satz 1.4.3 (Satz von Vieta)

Seien 1, x9,%3,...,T, die (nicht notwendigerweise verschiedenen) Nullstellen des
Polynoms P(z) =) agz?

Dann gilt
an = C=Cpo
an—1 = _C(l’o +x1+ ...+ a:n) =—-Cpy
Ap—9 = 0(1311’2 + a3+ ...+ 112, + Tox3 + Toxy + ... F 207, + ...+ xn,lxn) = Cpy
an-3 = —ClriTo03+ ...+ Ty 2Ty 17,) = —Cp3

ag = (—1)"C(xix923---1,) = (—1)"Cpy

Die Ausdriicke pg, p1, po, - .., p, bezeichnen wir als elementarsymmetrische Po-
lynome. Wir werden sie in Kapitel [2| exakt definieren.

1.5 Polynome in mehreren Variablen

Wir verallgemeinern den Begriff der Polynome und definieren Polynome in mehreren
Variablen:
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Definition 1.5.1 (Polynome in mehreren Variablen, vgl. [3], S. 25)
Als ein Polynom von x4, s, ...,z bezeichnet man P (xq,xs,...,xk), wenn

ny  ng ng k
_ 9
P(x1,29,...,21) = § E § :a917927--~79k Hxh
h=1

91=0g2=0 9k=0

mit ag, g, € CAN1, N0, ...,y €N

Die einzelnen Summanden ag, g, 4 [15—; 7" nennen wir wieder Monome. Diese

Definition ist sehr abstrakt. Wir wollen sie anhand eines Beispiels besser verstandlich
machen.

Beispiel 1.5.2

P(z,y,2) = 2> + 3zyz — bz + 10y* — 1

In diesem Beispiel kommen z und y quadratisch vor, also ist n; = ny, = 2. Die
Variable z kommt nur linear vor, also ist n3 = 1. Die Summen erzeugen uns 18
Monome:

_ 2 2
P(r,y,2) =aopo +ao01z  +aoioy  +aoiayz  +aozey Tap2,1Y" 2
2 2
+a100T  +a101T2  Fa110TY  +011,1TYZ FA120TY°  FA121TY°2
2 2 2 2 2,2 2,,2
+ag0,0r” +a2017°2 +0210T°Y FaA211T7Y2  Fa220T7Y" Fa221T7°Y 2

Genau 13 der Koeffizienten haben den Wert Null. Nur die fiinf Koeffizienten as .0, @111, @1,0.1, @020
und ag o sind verschieden von Null.

Die Identitét von Polynomen in mehreren Variablen haben wir hier schon verwendet,
ohne sie zu definieren. Auch den Grad eines Polynoms in mehreren Variablen haben
wir bis jetzt nur empirisch verwendet.

Definition 1.5.3 (Grad eines Monoms in mehreren Variablen)
Der Grad eines Monoms entspricht der Summe der Exponenten der Variablen.

k k
deg ( fo:») S
h=1

h=1

Definition 1.5.4 (Grad eines Polynoms in mehreren Variablen, vgl. [3], S. 25)
Der Grad eines Polynoms in mehreren Variablen entspricht dem Mazimum der
Grade der einzelnen Monome.

Analog zu Polynomen in einer Variablen definieren wir:

Definition 1.5.5 (Identitit zweier Polynome in mehreren Variablen)
Polynome in mehreren Variablen sind identisch, wenn sie gleiche Grade haben und
in allen Koeffizienten tibereinstimmen. Wenn P(x1,xo, ..., x,) und Q(x1, Ta, ..., Tp)
identisch sind, so schreiben wir P(x1,xo, ..., x,) = Q(x1, %2, ..., Ty).

Wir kénnen Polynome in mehreren Variablen auch als Polynome in einer Variablen
auffassen. Wir betrachten das Polynom in einer Variablen z; mit 1 < [ < k. Alle

11



anderen Variablen betrachten wir als Parameter. Die Summationsreihenfolge kénnen
wir beliebig &ndern, da alle Summen endlich sind. So stellen wir die Summe, die {iber
g; lauft, nach vorne. Wir erhalten:

ni—1 41

P(z Z ZZ Z Z 2%192 ~~~~~ ngx

gi= 91=0 g2=0 91—1=0g141=0 9x=0

Da nun in der Klammer alle Ausdriicke die gleiche Potenz von 2" haben, konnen
wir ;' herausheben. Wir erhalten:

n2 ng—1  MNi41 ng k
gh
§ zf! E > oD D DY g ||
91=0 g2=0 91-1=0g141=0 9r=0 h=1;h#l

In der Klammer kommt x; nicht mehr vor. Wir setzen deshalb

ni—i1 N41 k
E : E E E E :%1792, Gk H
91=0 g2=0 91-1=0 g;11=0 9x=0 h=1;h#l

Damit kénnen wir P(z;) in der gewohnten Form

ny
— 9
x) = E byx;
q1=0

mit den Koeffizienten b,, schreiben.

Da wir Polynome in mehreren Variablen auf Polynome in einer Variablen reduzieren
kénnen, so schreiben wir P(z;) = P(z1,x,...,%,). Sind P und @ identisch, so ist
es egal, welche Variablen man dazu betrachtet. Die Identitdtsdefinition in mehreren
Variablen vertragt sich also mit der in einer Variablen. Sohin erlauben wir uns auch
ohne Beweis alle Definitionen (bis auf den Grad), Sétze und Rechenregeln, die im
Wesentlichen nur die Anwendung von Kommutativ-, Assoziativ- und Distributivge-
setz sind, von Polynomen in einer Variablen zu iibernechmen. Weiters folgen noch
zwei Definitionen, die bei Polynomen in einer Variablen weniger sinnvoll sind.

Definition 1.5.6 (Homogene Polynome, vgl. [g])
Das Polynom P(xy,xs,...,xx) heiffe homogen in den Variablen xi,z,, ..., xy
vom Grad g, wenn fir alle x1,xs, ..., g, t gilt:

P (txy,txs, ... taxy) =t9P (x1,29,...,21)
bzw. wenn alle Monome den gleichen Grad (ndmlich g) haben.

Homogene Polynome in einer Variablen n-ten Grades sind also nur jene Polynome,
die nur aus einem Monom bestehen, also die Form a,,z™ haben.

Homogene Polynome mit den Graden eins, zwei und drei, kénnen wir geometrisch
veranschaulichen, indem wir den Variablen eine Einheit (z.B. Meter) geben. Bei
linearen homogenen Polynomen handelt es sich dann um Strecken, bei quadratischen
um Fliachen und bei kubischen um Volumina.
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Definition 1.5.7 (Symmetrische Polynome, vgl. [3], S. 25)

Sei P (x1, 23, ...,x1) ein Polynom. P (1, xs, . .., xy) wird als symmetrisch in den
Variablen 1, xs, ...,z bezeichnet, wenn P (x1, 2, ..., x1) = P (y1,Y2,. .., yx) fir
jede Permutation (yi,Ya, ..., Yg) Vo0 (X1, Ta, ..., Tk).

Offensichtlich sind alle Polynome in einer Variable symmetrisch.

Beispiel 1.5.8

Das Polynom P (x,y,z) = Tz*y — 2zyz + 23 — 3 st linear in y, quadratisch in x
und kubisch in z. Insgesamt ist es ebenfalls kubisch. Die Grade des Polynoms in den
Variablen sind nicht alle gleich, also kann das Polynom kein symmetrisches Polynom
sein. Das Polynom ist auch nicht homogen, da nicht alle Monome den gleichen Grad
haben.

Beispiel 1.5.9

Das Polynom Q (z,y,z) = 3x + 3y — xy + z ist linear in x,y,z. Insgesamt ist
es jedoch quadratisch, da das Monom —xy quadratisch ist. Das Polynom ist nicht
symmetrisch, da Q (x,y,z) # Q (z,y,x). Das Polynom ist nicht homogen, da das
Monom —xy vom Grad 2 ist, das Monom z aber nur vom Grad 1.

Beispiel 1.5.10

Das Polynom R (x,y,z) = zy + yz + zx ist symmetrisch und linear in x,y, z, da
R(z,y,2) = R(z,z,y) = R(y,z,2) = R(y,2,z) = R(z2,z,y) = R(2,y,2). Insge-
samt ist dieses Polynom quadratisch und homogen.

Beispiel 1.5.11

Das Polynom T (x,y) = 3z + 3y — 2%y + 2 ist symmetrisch und quadratisch in x,y,
da T (z,y) = T (y,z). Das Monom 2 ist konstant, z*y* vom Grad 4, daher ist T
nicht homogen. Insgesamt ist deg (T (x,y)) = 4

1.6 Partitionen

Um Verwechslungen mit dem Additionsoperator vorzubeugen, verwende ich die
uniibliche, aber leichter verstiandliche Schreibweise + statt + als Trennzeichen der
Zahlen, wenn wir Partitionen anschreiben.

Definition 1.6.1 (Partition einer positiven ganzen Zahl, vgl. [1], S. 6 ff)
Als Partition a,+as+ ... 4a; einer positiven ganzen Zahl n bezeichnet man eine
Zerleqgung von n in I Summanden aq, as, . . ., a;, sodass die Summe Zizl a; = n erqibt
und [, a1, a9, ...,a; € N*

Wenn wir Partitionen betrachten, spielt die Zahl Null eine Sonderrolle. Wir kénnen
sie mit der obigen Definition nicht erfassen. Fiir unsere weiteren Uberlegungen wird
es trotzdem sinnvoll sein, eine Partition von Null zu definieren.

Definition 1.6.2 (Partitionen von Null, vgl. [1], S. 6 ff)
Die Zahl Null hat genau eine Partition, die wir die leere Partition nennen.
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Definition 1.6.3 (Gleichheit von Partitionen, vgl. [1], S. 6 ff)
Zwei Partitionen ai+as+ ... 4+a; und bi+bo+t ... +b, werden als gleich betrachtet,
wenn (ay,as,...,q) eine Permutation von (by, by, ..., b)) ist.

Im Weiteren betrachten wir nur noch geordnete Partitionen. Wir nehmen o0.B.d.A.
an, dass a; > as > ... > qa; ist. Weiters ordnen wir Partitionen einer Zahl n
lexikographisch“. Seien A = a;+as+...+a und B = by+by+ ... +b zwei ver-
schiedene Partitionen von n. A heifie frither als B (und B spéter als A), wenn
a; < bV (a1 =b; A (CLQ < by V (CLQ =by A ((lg < bg V (CL3 = b3 VAN ( . )))))) Ansonsten
heifle A spéter als B (und B frither als A).

Beispiel 1.6.4
3+242 ist friher als 44241, daay =3 < by =4

3+242 ist spiter als 3+24+1+1, daa; =by =3, a5 =by =2,a3 =2 > b3 = 1

Definition 1.6.5 (Anzahl der Partitionen, [F])
Bezeichne part(n) die Anzahl der Partitionen von n.

In der Tabelle [I.1] sehen wir einige positive ganze Zahlen und deren Partitionen.

Tabelle 1.1: Partitionen
Partitionen von n part(n)
,,die leere Partition*
1
1+1, 2
1+141, 251, 3
1+1+1+1, 24141, 242, 341, 4
1+1+14+141, 2414141, 24241, 3+1+1, 342, 441, 5
1+1+1+14141, ..., 6

| U | W N O3
= =3 O W DN |

Definition 1.6.6 (Anzahl der Partitionen, wo maximal k£ vorkommt, [F])
Es bezeichnet part,(n) die Anzahl der Partitionen a;-+as+ ... +a; von n, fiir die gilt
k2a1 (ZCLQZ...ZGZ).

In einer Partition von n kann maximal die Zahl n auftreten.
Dabher ist part(n) = part,(n) fiir k > n.

Definition 1.6.7 ([E]) Es stellt sich als sinnvoll heraus, die Anzahl der Partitionen
von negativen Zahlen als Null zu definieren. Wir definieren part(n) = part,(n) =0
fiirn < 0.

Beispiel 1.6.8

parts(5) = 5, wir zihlen die Partitionen 342, 34141, 24241, 2F14+141, 141515141,
parts(3) = part(3) =3, da 5 > 3

part,(—1) = 0, da es von negativen Zahlen keine Partitionen gibt.
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Wir wollen nun allgemein part,(n) abzihlen. Dazu werden wir einige Eigenschaften
iitber Partitionen entdecken und diese beweisen, um schlussendlich im Satz [1.6.14
eine allgemeine Formel fiir die Anzahl der Partitionen zu haben.

Zuerst bemerken wir, dass wir fiir k = 1 genau eine Partition haben: 14514+ ... F1.
—_—

n viele

Daraus erkennen wir das folgende

Lemma 1.6.9 ([E])
part,(n) =1 Vn e N

Nun zeigen wir eine weitere Eigenschaft, ndmlich

Lemma 1.6.10 ([E])
part,(n) = part,_;(n) + part,(n — k) Vn e N,k € N*

Beweis. ([F])

Sei A = aj+as+...+a; eine Partition, die wir mit part,(n) abziihlen. Sei weiters
A" = astas+ ... Fa;. Nun folgt A = a;+A’. Es muss aq, as,...,q; < k sein. Wenn
a; < k ist, so ist A auch in der Menge aller Partitionen, die mit part,_,(n) abgezihlt
werden. Wenn a; = k ist, so ist as +as+...+a; = n—k. Damit ist A’ eine Partition,
die mit part,(n — k) abgezahlt wird.

O
Beispiel 1.6.11
parts(5) = party(5) + partg(b —3) =3+2=15
N———
part(2)
Wir konnen in das Lemma [1.6.10] fiir n den Wert n — k einsetzen und erhalten:

part,(n — k) = part,_,(n — k) + part,(n — 2k).

Also ist part,(n) = part,_;(n) + part,_,(n — k) + part,(n — 2k)

Diesen Schritt konnen wir beliebig oft wiederholen. Da es keine Partitionen von
negativen Zahlen gibt, gilt fiir ein natiirliches g mit n — gk < 0 die Gleichung
part,(n — gk) = part,_;(n — gk) = 0. Die Ungleichung n — gk < 0 kénnen wir zu
g > % umformen. Wir erhalten folgendes

Lemma 1.6.12 ([F])

—
=I3

% ]
part,(n) = Zpartk_l(n —gk) =) part,_,(n— gk) Vn e N,k e N
g=0 9=

[e=]

Der Ausdruck | x| bezeichnet die grifste ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.
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Beispiel 1.6.13

parts(5) = > 7 party(5 — 3g) = part,y(5) + party(2) + party(—1) + ... =
3+2+0+...=5

Damit konnen wir part,(n) durch Ausdriicke der Art part, ,(z) mit passendem
2 € N anschreiben. Setzen wir in LemmalI.6.12] fiir k£ den Wert k—1 und anschlieend
fiir n den Wert n—hk ein, so erhalten wir: part,_;(n) = > 2 part,_,(n—g(k—1)) =

L party_y(n—g(k—1)) und part,_y(n—hk) = 55, party_y(n—hk—g(k—1)) =

S5 partyyn — bk — gk — 1)) = party(n) = S5 X0 party_o(n — hk —
g(k — 1)) = ST S U part, o (n — hk— gk - 1))

Kurz gesagt, wir schreiben part,(n) mit Ausdriicken der Art part, ,(z) an. Diesen
Schritt konnen wir so oft wiederholen, bis wir part,(n) durch part,(z) ausdriicken.
Laut ist part,(z) = 1 fiir alle natiirlichen z und wir kommen zu dem

Satz 1.6.14 ([E])

Lﬂ n—kgy J Ln—kgl—(k—l)ng {"*kglf(k*1)92*~~~*39k_2J

% —1 - 3

SN v YD S VIS
1=0 92=0 95=0 9r—1=0 part, (z)

Wenn wir part(n) abzéhlen wollen, miissen wir k = n einsetzen.

Diese explizite ,Formel® fiir die Anzahl der Partitionen erscheint vielleicht auf den
ersten Blick durchaus brauchbar. Der Berechnungsalgorithmus, der durch die Sum-
men vorgeschrieben wird, zdhlt die Partitionen einer Zahl einzeln ab und ist daher
sehr mithsam und langsam. (vgl. [12])
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2 Darstellung der Potenzsummen
mittels elementarsymmetrischer
Polynome

2.1 Elementarsymmetrische Polynome

Als g-tes elementarsymmetrisches Polynom p, in (mehreren Variablen) zy, z, ..., 2,
verstehen wir eine Aufsummierung aller Produkte, die sich aus g paarweise verschie-
denen Variablen aus 1, xs, ..., x, zusammensetzen, wobei der Wert der Variablen
durchaus gleich sein darf. Das ist natiirlich nur fiir diese ¢ sinnvoll, die kleiner oder
gleich n sind, sonst haben wir nicht ausreichend viele Variablen, die wir zusam-
menmultiplizieren kénnen. Wir sagen also p, sei 0 fiir ¢ > n. Diese umsténdlich
klingende verbale Definition formulieren wir auch folgendermaflen:

Definition 2.1.1 (Elementarsymmetrische Polynome, vgl. [4], S. 47)
Als g-tes elementarsymmetrisches Polynom p, in den n Variablen x4, o, ..., x, be-
zeichnen wir

g xh1xh2 ...:L'hg

1<hi<ha<...<hg<n

Dy =Dy (T1, 22, ..., Ty)

Fiir g > n setzen wir py = 0.

Elementarsymmetrische Polynome konnen wir auch als symmetrische Summe ohne
Wiederholung schreiben:

pg (21,22, ...,2,) = Z LTy T
sym* (x1,22,...,Tn)
Beispiel 2.1.2
po(a,b,c,d) = 1
pi(a,b,c,d) = a+b+c+d
po(a,b,c,d) = ab+ ac+ ad+ bc+ bd + cd
ps(a,b,c,d) = abe+ abd + acd + bed
pa(a,b,c,d) = abed
ps(a,b,c,d) = 0
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Das g-te elementarsymmetrische Polynom ist also die Summe aller Produkte der
Permutationen von g Variablen aus x1, o, ..., x,.

Elementarsymmetrische Polynome sind also spezielle symmetrische Polynome. Der
Grad jedes einzelnen Monoms xp, T, - - p, ist g. Das elementarsymmetrische Po-
lynom p, ist daher homogen vom Grad g, wenn g < n.

In den Abbildungen [2.1] bzw. auf Seite [19] sehen wir eine graphische Veran-
schaulichung von p;(a, b, ¢, d), pa(a, b, c,d) bzw. ps(a,b,c,d).

Satz 2.1.3 (Hauptsatz iiber symmetrische Polynome, vgl. [4], S. 53)

Fiir jedes symmetrische Polynom P € Clxy, ..., x,] existiert ein eindeutig bestimm-
tes Polynom (von elementarsymmetrischen Polynomen) E(y1, ..., yn) € Cly1, ..., Ynl,
so dass

P(zy,...,2,) = E(p1(x1, .. 20), D1, -0y 20))

gilt. Dabei enthilt E(yi, ..., y,) nur Terme y{'y5® - - -y mit einem Grad gi + 2go +

..+ ng, < deg(P). Ist P homogen, so hat E nur Terme vom Grad deg(P).
Beweis. (vgl. [4], S. 53 f)

Sei deg(P(z1,xa,...,x,)) = m. Wir teilen die Monome in P(zq, s, ..., 2,) entspre-
chend ihrem Grad auf Py(x1, za, ..., x,), Pi(z1, 22, . .., %), ..., Pu(z1, 29, ..., z,) auf.
Diese Polynome sind homogen und haben die Grade 0,1, ..., m. Wenn wir fiir jedes

homogene symmetrische Polynom die Behauptung von Satz zeigen, dann ist
der Satz bewiesen. Wir beschrénken uns also auf homogene symmetrische Polynome.

Beweis durch vollstandige Induktion nach der Anzahl der Variablen n:
Basis: n = 1. In diesem Fall ist p; () = z offensichtlich. p, =0 V ¢g>1

Induktionsannahme: Jedes homogene symmetrische Polynom P(zy,xo, ..., x,) ldsst
sich eindeutig als Polynom von elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken,
wenn g < n und m beliebig ist.

Sei P(x1,xa, ..., T,) ein homogenes Polynom vom Grad m. Beweis durch vollstandige
Induktion nach dem Grad m des Polynoms:

Basis: m = 0. In diesem Fall ist das Polynom P konstant. Es lasst sich als c¢py = ¢ fiir
ein entsprechendes ¢ schreiben und ist so durch ein Polynom von p, ausdriickbar.
Induktionsannahme: Alle Polynome mit einem Grad kleiner als m lassen sich als
Polynom von elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken.

Fiir jedes Monom x{'z* - - - 29" gibt es ein grofites k € N, sodass pF | z{'2§? - - - x9n.

Es ist k = min(g1,92,---,9n), da p, = ngl x,. Wir schreiben P(xq,x9,...,x,) als
Polynom von p,,:

oo
P(zy,x9,...,2,) = Zrhpz =70+ 1Py + 2P + ..
h=0
Dabei ist kein Monom in den (symmetrischen) Polynomen rq(xy, 2, ..., x,),

r1(z1, T2, ..., %), ... durch p, teilbar. Weil deg(P(x1,zs,...,2z,)) = m ist, folgt
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Abbildung 2.1: Graphische Veranschaulichung von p;
Abbildung 2.2: Graphische Veranschaulichung von psy
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Abbildung 2.3: Graphische Veranschaulichung von ps
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deg(ry(x1, 22, ..., x,)) < m fiir alle g > 1. Fiir diese Polynome ist laut Induktionsan-
nahme der zu zeigende Satz erfiillt. Wir miissen nur noch fir ro(zy, e, ..., T,)
zeigen.

Das Polynom r¢(z1,x2, ..., x,) ist symmetrisch, homogen vom Grad m und jedes
Monom von rg ist nicht durch p,, teilbar. Also ist auch ro(xy1, 22, ..., 2,_1,0) symme-
trisch in xq, o, ..., 2,_1. Laut Induktionsannahme gibt es eine eindeutige Darstel-
lung ro(z1, 22, ..., 2n_1,0) = e(p1,p2, ..., Pn1). Wir betrachten nun die Differenz

D(I’l,l’g, R axn) = TO(mlaxZa cee 7xn) - e(p17p27 <. 7pn71>

Fiir x,, = 0 ist D = 0. Wir interpretieren D als Polynom in einer Variablen z,,. Laut
Satz ist das Polynom D(z,) durch (z,, —0) = x,, teilbar. Da D symmetrisch ist,
kénnen wir das Polynom D auch als Polynom in einer anderen Variable auffassen.
Wir erhalten: D ist auch durch @iz ---x, = p, teilbar. Sei D(xy, 2o, ..., x,) =

Dlz1,z20020)  Dany ist
Pn :

7’0(1’1,552, cee axn) = €(p1>p2> s 7pn—1) +an<ZL'1,.T2, s 7xn)

Laut Induktionsannahme gilt der zu zeigende Satz fiir D. Damit gibt es sicher eine
Darstellung von ry als Polynom von elementarsymmetrischen Polynomen.

Wir miissen noch die Eindeutigkeit beweisen.

Dazu miissen wir nur zeigen, dass wenn P = 0 ist, H(p1, p2, - - - , pn) das Nullpolynom
sein muss. Wir setzen also:

H(pi(z1, 29, ..., 20), p2(T1, T2, oo Tp)y oo oy P01, Ty oo, 2)) = Pay, 29, ..., 2,) =

Wir setzen x,, = 0. Dann ist auch p,, = 0 und es ist

H(pl('rlax% s 7$n—170)7p2($1>7527 cee 7xn—170>7 s Jpn—1<xlax27 s an—luo)a 0) =0

Laut Induktionsannahme ist H(pi,pa,...,Pn-1,0) = 0. Daher muss H durch p,

teilbar sein. Sei H(p1,pa,...,pn) = M. Es ist

0= H(p17p27"'apn) Epnﬁ(php%"'apn)

Fiir p, # 0 muss H(p1,pa, ..., pa) = 0 gelten. Aus Stetigkeitsgriinden muss H=0
fiir p, = 0 gelten. Also ist H durch p, teilbar.

Diesen Schritt kann man beliebig oft wiederholen. Dabei sinkt der Grad des neuen
Polynoms. Wenn wir nicht vom Nullpolynom ausgegangen sind, ist ein unendlicher
Abstieg unmoglich.

U

Um nun tatséchlich zu bestimmen, wie sich ein symmetrisches Polynom aus ele-
mentarsymmetrischen Polynomen zusammensetzt, setzen wir allgemeine Koeffizien-
ten an und ermitteln diese mit spezieller Variablenbelegung. Dabei muss der Grad
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Abbildung 2.4: Graphische Veranschaulichung von P(z) = (a + b)(b+ ¢)(c¢ + a)

des aus elementarsymmetrischen Ausdriicken zusammengesetzten Terms gleich dem
Grad des darzustellenden Polynoms sein. Dieses Verfahren erldutern wir anhand
eines Beispiels: Sei P (a,b,¢) = (a+ b)(b+ ¢)(c+ a)

Dieses Polynom ist offensichtlich symmetrisch. Wie wir in der Abbildung sehen,
erhalten wir durch Ausmultiplizieren:

P (a,b,c) = abc + aba + acc 4 aca + bbe + bba + bee + bea = Z a’b | + 2abe

Wir wollen ein Polynom von elementarsymmetrischen Polynomen finden, das mit
P identisch ist. Dazu kénnen wir die elementarsymmetrischen Polynome pq, po, p3
multiplikativ verkniipfen. Der Grad wird dabei addiert. Alle Terme in P haben den
Grad 3. Daher kann sich das Polynom nur aus elementarsymmetrischen Ausdriicken
dritten Grades zusammensetzen. Es sind die Moglichkeiten gefragt, die Zahl 3 als
Summe von positiven ganzen Zahlen darzustellen, wobei maximal die Zahl 3 darin
vorkommen darf, da wir nur drei Variablen a, b, ¢ haben. Eine Zahl ¢, die wir ver-
wenden, reprasentiert dabei p,. Wir brauchen also die Partitionen von 3. Wie wir
schon aus Wissen, hat die Zahl 3 die Partitionen 1+141, 21, 3. Es gibt also drei
Monome von elementarsymmetrischen Polynomen, die Grad drei haben: p3, p1ps, ps.

Unser Ansatz ist daher:
P (a,b,c) = Ap} + Bpips + Cps

In unserem Fall ist p; = a + b+ ¢, po = ab + bc + ca und p3 = abe.

A, B, C sind die zu bestimmenden Parameter, die Koeffizienten des Polynoms von
elementarsymmetrischen Polynomen. Diese bestimmen wir mit ,,spezieller Variablen-
belegung®. Das heifit, wir setzen fiir a, b, ¢ spezielle Werte (Stellen) ein, berechnen
das Polynom P, sowie das Polynom unseres Ansatzes. Wenn die zwei Polynome
identisch sein sollen, miissen sie an allen Stellen iibereinstimmen. So bekommen wir
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eine Gleichung in den Parametern A, B,C. Mit anderen Variablenbelegungen er-
halten wir weitere Gleichungen, also ein lineares Gleichungssystem in A, B, C'. Ist
es nicht eindeutig 16sbar, so brauchen wir weitere Variablenbelegungen. Laut Satz
gibt es ja sicher eine eindeutige Darstellung. Nach ausreichender Variablen-
belegung erhalten wir somit die gewiinschte Darstellung von P als Polynom von
elementarsymmetrischen Polynomen.

Wir setzen zum Beispiel a =1, b =0, ¢ = 0 und erhalten p; =1, po =0, p3 =0
P(1,0,00=A=(140)(0+0)(0+1)=0

In diesem Fall ist unsere erste Gleichung besonders einfach A = 0.
Wir setzen nun a =1, b =1, ¢ = 0 und erhalten p; =2, po =1, p3 =0

P(1,1,0) =8 fi +2B=(1+1)(1+0)(0+1) =2
Diese Gleichung liefert uns B = 1.

Wir brauchen noch eine dritte Gleichung. Wir setzen a = 1, b = 1, ¢ = 1 und
erhalten py =3, po =3, p3 =1

P(1,1,1) =27 ft) +9\B(+C: 1+D)1+1D)(1+1)=38

Wir erhalten C = —1.

Wir haben also die Darstellung von P in elementarsymmetrischen Polynomen ge-
funden:

P(a,b,c) = (a+b)(b+c)(c+a)=pips —p3s = (a+ b+ c)(ab+ bc + ca) — abe
Machen wir nun die Probe, indem wir beide Seiten ausmultiplizieren.
abc+aba~+acc+aca+bbe+bba+bec+bea = aab+abe+aca—+bab+bbe+bea+cab+cbe+cca—abe

In einigen speziellen Féllen ist es auch moglich, die Darstellung durch reines alge-
braisches Umformen zu bestimmen. Beispielsweise ist

(x—y)P =220y +y? =2 + 20y + 9 —day = (v +5y)? — 4oy = p? — 4p,

Durch eine geschickte Substitution ist es sogar moglich, die Darstellung des Poly-
noms P (a,b,¢) = (a+b)(b+ ¢)(c+ a) algebraisch zu finden:

P (a,b,c) (a+b)(b+c)(c+a)

(pr —¢)(p1 — a)(p1 — b)

p = (a+b+c)pi+ (ab+ be + ca) pr — abe)

—~ —~

1 D2 p3

DP2p1 — P3
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2.2 Potenzsummen und die Newton’sche Beziehung

Nach den bisher geleisteten Vorarbeiten konnen wir uns nun an die zentrale Formel
dieser Arbeit, ndmlich die Newton’sche Beziehung heranwagen. Dazu ist vorerst die
Definition der Potenzsummen hilfreich und notwendig.

Definition 2.2.1 (Potenzsummen)

Als g-te Potenzsumme s, in den n Variablen x1, 29, ..., x, bezeichnen wir
n
— _ g _ .9 g
Sg = Sg (1,72, .., Tn) = g T, =x{+x5 4+
h=0

Beispiel 2.2.2

so(a,b,c,d) = 4

si(a,b,c,d) = a+b+c+d
so(a,b,c,d) = a? +b* + 2 + d?
s3(a,b,c,d) = a®>+ b3+ 3+ d®
si(a,b,c,d) = a*+ b+t +d?
ss(a,b,e,d) = a®+ b+ +d°

In den nachfolgenden Abbildungen [2.5] bzw. auf Seite [24] sehen wir eine
graphische Veranschaulichung von p;(a, b, ¢, d), p2(a,b,c,d) bzw. ps3(a,b,c,d).

Die Potenzsummen sind offensichtlich symmetrische und homogene Polynome mit
deg(sy) = g.

Aufgrund des bereits bewiesenen Hauptsatzes iiber symmetrische Polynome
[2.1.3] miissen sich die Potenzsummen jedenfalls aus elementarsymmetrischen Poly-
nomen ausdriicken lassen.

Satz 2.2.3 (Newton’sche Beziehung)
Z SgPn—g(—1)7 =0
g=0

Wir zeigen diese zentrale Behauptung anhand zweier Beweise.
Beweis 1. (vgl. [15])
Wir betrachten das Polynom

P) =[]0+ v2)

g=1

und multiplizieren aus. Dadurch erhalten wir:

P(z) = Zpg(vl, Vo, ooy Up)2?
g=0

23



[

Abbildung 2.5: Graphische Veranschaulichung von s;
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Abbildung 2.6: Graphische Veranschaulichung von s,
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Abbildung 2.7: Graphische Veranschaulichung von s3
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P'(x)

Sei P'(x) ln) > Wobel wir P’

nach der Produktregel berechnen:

vi(1+vz) - (14+vx)+ (1 +vmz)vg--- (1 +v,2)+ ...+ (1 +v2)(1 +vax) - - - v,

HZ:l(l + vy)

= = v =
pt 1+ v,z i M4v,x  Px)

Falls alle Variablen vy, vs,...,v, Null sind, so ist die Newton’sche Beziehung of-
fensichtlich richtig. Ansonsten betrachten wir ab jetzt P nur auf dem Intervall

1 1
:| max(|v1|,|v2|,..,,|vn|) ’ maX(IU1|7‘U2|7"~7I’U”7«|) |:

Die Ausdriicke il +1

‘Ung| < maX(‘U:Ll’ |,U2‘7 R ‘Un‘)max(

— kénnen wir jeweils als geometrische Reihe auffassen, da |v,z| =
g9

1
‘U1|,|U2‘,..~,‘U'n‘

y = 1 und erhalten:

Also ist

P'(z) - S h

S =3 (w3t -
g=1 h=0

v (1—vz+v?r? —vied+. . )t (1—vprtviz® —vix® +. . )+ . 4v,(1—vz+vis? —vP 4. .

Dieser Ausdruck ist eine Potenzreihe in x. Da die Reihe absolut konvergent ist,

kénnen wir die Summe beliebig umordnen. Eine sinnvolle Ordnung ist die Ordnung

nach dem Exponenten bei x.

Sg+1

(1+14+.. .4+ =z +ve+...v)+ 2 (W +vi+. . 4+02) =23 (V] +vs+. . +vd) 4.
In der Summenform ist P'(x) = Z;:é (g4 1)pgs1(vi,va, ..., v,)xf. Also ist

Zgzopg('l)l,’l)g,...,?}n)l'g I’

)?Sg+1)
9:1

Durch Multiplikation mit dem Nenner erhalten wir

1 o0
(9 + Dpgr(vi,v2, ..o v)2? = <Z ((=2)%sg41 ) (Zpg U1, V2, ..., )gcg) =

=0 g=0

n—

<«
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(31 — IS9 +:1:2$3 —:1:354—|—...) (po +p1:1:+p2:c2+...)

Durch Ausmultiplizieren und Koeffizientenvergleich erhalten wir

0.
xv 1 =S
N ,D1 1 Po
S0 =1
1
T 2 =3 — S
. ,D2 1P1 2 Po
50 =1
2
e 3 =s — S S
D3 1P2 — S2P1 + 83 Po
S0 =1
. _ n +1
" N pp = Zg:l SgPn—g(—1)?

50

Bringen wir alle Terme auf die rechte Seite, so folgt

h
2" 0= Z sgph,g(—l)«‘“rl
g=0

fiir alle h, die grofler oder gleich Null und kleiner oder gleich n sind. Da es unendlich

1 1
max([vi];[v2],....[vn])? max(jvil;[vz],....[vn)

viele Stellen (also sicher mehr als n) im Intervall }
gibt, fiir die die Newton’sche Beziehung also gilt, so muss sie fiir alle Stellen gelten.

Wir haben die Gleichheit fiir unendlich viele Stellen gezeigt. Aufgrund von Satz
muss somit tatsdchlich Identitat gelten.

O

Beweis 2. (vgl. [4], S. 50 ff)
Zuerst beweisen wir die Newton’sche Beziehung fiir ¢ = n. Wir betrachten das
Polynom

P(z) = H(ac —ag) = (x —ar)(z—az) - (z —ay)

Durch Ausmultiplizieren erhalten wir:

g=0
In der Produktform sehen wir, dass P(a;) = P(az) = ... = P(a,) = 0. Also ist
Z P(ay) =0 = aypn—g(—1)"9 =
g=1 h=0 g=0
=20 @by =D _pusy (D)) g
9=0 h=0 9=0 h=0



Wenn g < n ist, so setzen wir n — g Variablen in der bereits bewiesenen Form
der Newton’schen Beziehung Null und erhalten die Aussage der Newton’schen Be-
ziehung. Fiir ¢ > n brauchen wir einen Induktionsbeweis. Induktionsbasis ist die
Newton’sche Beziehung fiir bis zu n Variablen, die wir bereits bewiesen haben.

Induktionsannahme: Die Formel } 7 syp,4(—1)¢ = 0 gilt fiir m Variablen.

Induktionsbehauptung: Die Formel > 7 s,pno(—1)? = 0 gilt auch fiir m + 1
Variablen.

Sei P(x1, T, ..., Tmy1) = D o 5gPn—g(—1)?. Der Grad des Polynoms P ist maximal
m.

Wenn wir die Variable z,, = 0 setzen, gilt laut Induktionsannahme folgende Iden-
titat: P(xq1, 22, ..., Tm,0) = 0. Esist 11 = (2,41 —0) eine Nullstelle des Polynoms
P. Laut Satz ist das Polynom durch x,,,1 teilbar. Da P symmetrisch ist, ist
P auch durch z, x,, ..., x,,, und damit sogar durch x5 - - - x,,,11 teilbar. Der Grad
dieses Produkts ist m + 1. Da der Grad von P hochstens m ist, muss P = 0 gelten.

O

Mit der Newton’schen Beziehung kénnen wir nun rekursiv die Darstellung von s,
berechnen. Wir wollen das fiir s, s3, s4, S5, S¢ durchfithren. Wir wissen bereits, dass

s1= ) 1Ty = p1 gilt. Siehe dazu auch Abbildung [2.5 auf Seite [24| und Abbildung
auf Seite Wir formen zuniichst die Newton’sche Beziehung geeignet um:

_ +1 _ : _
Sn = Zgzl pgsnfg(_l)n = P1Sn—1 — P25n—2 +p35n73 —+.. - PnSo mit So="n
Wir fithren eine Schreibweise ein:

Schreibweise 2.2.4 ([F])
Wir schreiben fiir den Koeffizienten bei pi*ps? - - - pi* in der entsprechenden Potenz-
summe Sp:

K(a1|a2\ . |ak)

Das ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn ay,as,...,ar € N. Wir definieren daher
K(ailas]. .. |ax) =0 wenn {ay, a9, ...,a,} € N.

Da jedes p, den Grad g hat und deg(s,) = n gilt, ist

k
n = deg(p{'ps? - - pj") = deg (Z 9%)
g=1

Wenn fir einen Index h gilt a; = 0 Vg > h, wollen wir statt K(a|as|...|ax) =
K(ai|as| ... ]an|0]0]...]0) auch K(ai|az|...|an) schreiben.

Weiters definieren wir

Definition 2.2.5 (Parametersumme, [F])

Wir nennen A = Zl;:l ag = ap + az + ... + a, diec Parametersumme von
K(ai|az| ... |ax).
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Wir wollen nun die Koeffizienten K(a;|as| ... |ax) berechnen. Das kénnen wir rekur-
siv iiber die Newton’sche Beziehung tun. Wir fithren die Berechnung mittels eines ta-
bellarischen Schemas durch, siche auch Tabellen[2.1] [2.2] [2.3] [2.4] und [2.5] auf Seite 29}
In der ersten Zeile tragen wir lexikographisch die Bezeichnung der Koeffizienten ein,
die in s,, auftreten. Einer Partition 14+14 ... —T—lj%g—FQ$ . 4—214— Ry Sy SN R
al ‘vriele as \\Qele ay viele
entspricht K(aq|ag|...|ag). In die erste Spalte schreiben wir die Produkte p;s,_1,
P2Sn_2, P3Sn_3, - - -, PnSo. Nun fithren wir folgende Operation mit jeder Zeile durch:
In der Zeile mit pys,_, schreiben wir die Koeffizienten von s,_, in jene Spalten, in
denen p, vorkommt, also dort wo a, # 0 in K(ai|as| . .. |ax) gilt. Die restlichen Spal-
ten dieser Zeile bleiben leer. Wenn wir die lexikographische Ordnung beibehalten,
werden wir die Koeffizienten der uns schon bekannten Summen s,,_, nur abschreiben
miissen. Nachdem wir mit jeder Zeile so verfahren sind, bilden wir die Summe jeder
Spalte und erhalten dadurch die Koeffizienten in s,,.

Die Farben in den Tabellen sollen uns vorerst nicht irritieren, sie bekommen im

Abschnitt [2.3] eine Bedeutung.
Wir erhalten laut Tabellen 2.1}, 2.2}, 2.3}, 2.4 und 2.5] auf Seite 29

S2 = P% — 2po

s3 = py— 3pip2 + 3ps

S1 = pi—A4Apips + 2p3 + Apips — 4dps

S5 = py — 5pipa + Bpips + Spips — Bpaps — Spipa + Bps

se = pY — 6pipa + Ipips — 2p5 + 6pips — 12p1paps + 3p3 — 6pTps + 6paps + 6p1ps — 6pe

In Abbildung sehen wir eine graphische Darstellung von p?. Wir sehen, dass sich
dieses Quadrat aus sy + 2py, zusammensetzt.

a b c

ac| bc cc c
ab| bb cb b
aal| ba ca da

Abbildung 2.8: Graphische Veranschaulichung von p?

Das grofle Ziel dieser Arbeit besteht darin, dass wir K(aj|as|...|ax) allgemein be-
stimmen.
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Tabelle 2.1: Rekursive Berechnung von s

K(2) K(0[1)
P151 1
—P2So —2
So 1 —2

Tabelle 2.2: Rekursive Berechnung von s3

K(3) K(0]0]1)
D152 1
—DP2S1
P3So 3
S3 1 3

Tabelle 2.3: Rekursive Berechnung von sy

P1S3
—D252
P3s1
—P4So0
Sy
Tabelle 2.4: Rekursive Berechnung von s;
K(5)
D154 1
—DP253
P3s2
—DP4S1
Ps5S0
Sy 1
Tabelle 2.5: Rekursive Berechnung von sg
K(6) K(0[3) K(0[0]2) K(0/0]0[0]0[1)
D185 1
—P254
P3Ss3
—DP4S2
P5S1
—P650 —6
Sg 1 —6
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Betrachten wir zunéchst die Berechnung eines Koeffizienten anhand eines Beispiels.
Wie wir in Tabelle an den unterstrichenen Zahlen sehen, errechnet sich der
Koeffizient bei pypops in sg folgendermafien:

K(1]1]1) = K(0[1]1) — K(1]0|1) + K(1]1]0)
—12 -5 4 -3
Dies ldsst uns folgendes vermuten:

Lemma 2.2.6 ([F])

k
K(aas| .. |ax) = Y K(ar|ag|. .. |ag—1lay — Laga]. .. |ag)(—1)"" =

g=1
=K(a; — lag| ... |ag) — K(ar|az — 1] ... |ag) + — ... K(ai|az| ... |Ja — 1)
Beweis. ([E])

Beweisen konnen wir das Lemma, indem wir einen Koeffizientenvergleich bei p{*p5? - - - pi*
. 9 . _ n . g+1 .
in der Newton’schen Beziehung s, = >/, pysn—g(—1)?"" machen. Der Koeffizi-

ent bei pi'py?---pi¥ in s, ist laut Definition K(ai|ag|...|a;). Um in den Sum-
manden p,s,_, die Potenz p{'p5? - - - pi* zu erreichen, muss die Potenz in s, gleich
PP - py g s b sein.

Der Koeffizient ist laut Definition K(aq|az| ... |ag—1]ag — 1|ags1|. .. |ax). Den Vorzei-

chenwechsel erhalten wir durch (—1)"! in der Newton’schen Bezichung,.

Weiters wird uns vielleicht auffallen, dass wir in den Tabellen immer nur Zahlen
mit gleichen Vorzeichen zusammenzéihlen. In unseren Tabellen ist das Vorzeichen
nur von der Paritdt der Summe der Potenzen der geraden elementarsymmetrischen
Polynomen as + a4 + ag abhéngig. Dies lasst uns folgendes Lemma vermuten:

Lemma 2.2.7 (Vorzeichenregel, [F] & Prof. Mag. H. J. Gst6ttner in Raach)

sgn (K(ai|as| ... |ag)) = (—1)®Foatast

k
K(arlaz| ... )| = ) [K(araa| .. |ag-slay — Lags] .. |ar)| =
g=1

= |K(a; — lag|...|ax)| + |K(ai|az — 1] ... |ag)| + ... + |K(ai|az| ... |ax — 1)

Beweis durch vollstéindige Induktion. ([E])
Induktionsbasis: Siehe Tabellen 2.3 2.4 und [2.5) auf Seite

ag+aq+ag+..

Induktionsannahme: sgn (K(a|ag| ... |ag)) = (1) - gilt fiir sg, 1, ... S,

Induktionsbehauptung: sgn (K(a|as|. .. |ax)) = (—1)%2t®atast oilt auch fiir s,

Laut [2.2.6] ist

K(a1|a2\ R |ak) = K(al—l‘(l2’ Ce |ak)—K(a1]a2—1| R ]ak)+— . K(CL1|CL2| c. ]ak—l)
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Wenn as + a4 + ag + . .. gerade ist, so ist K(a; — 1]as|as]| ... |ax) > 0,
K(ai|as — 1las|...|ax) <0, K(ai|as|as —1|...]ax) >0, ...

Wenn ay + a4 + ag + . .. ungerade ist, so ist K(a; — 1]as|as| . .. |ax) < 0,
K(ai|ag — 1]as|...|ag) > 0, K(ai|ag|as — 1| ... ]ax) <O, ...

Damit haben alle Summanden der Summe

k
Z K(ailas| .. .|ag-1]ag — Lags]. . ar)(=1)**

g=1

gleiches Vorzeichen, das gleich ist wie das Vorzeichen von K(a; — 1las|as| ... |ag).
Also gilt die Formel auch fiir s,,,1.

O

Nun wollen wir das Vorzeichen nicht mehr betrachten und mit den Betrdgen der
Koeffizienten arbeiten, da wir das Vorzeichen schon kennen.

Aus den Tabellen kénnen wir lesen, dass

[K(1)] =
[K(0]1)] =
[K(0[0[1)] =
[K(0[0[0[1)]
[K(0[0[0[0]1)]
[K(0[0[0]0j0[1)]

I
S U W N

Dies lasst uns folgendes vermuten:
Lemma 2.2.8 ([F])

K(0[0]...|0[1)| = n
N——

n—1 Nullen

Beweis. ([F])

Wir machen einen Koeffizientenvergleich bei p, in s, = ZZ=1 PySn—g(—1)"1 In sy,
mit A < n kommt p,, sicher nicht vor, weil (deg(sy) < deg(p,)). Daher kann p,, nur
mehr in s,, und in p, sy vorkommen. Da sy = n, erhalten wir das zu zeigende Lemma.

O

Wir verwenden nun die Formel aus Lemma 2.2.6]
|K(ai|as|...|ax)| = |K(ay — 1az| ... |ax)|+|K(ar]ag — 1] ... |ag)|+. . . +|K(ai|as] . .. |ax — 1)]

Damit driicken wir einen Koeflizienten mit Parametersumme a; + a9 + ... + ay
durch Koeffizienten mit Parametersumme a; + as + ... + ai — 1 aus. Diesen Schritt
wiederholen wir so oft, bis wir nur noch Koeffizienten mit Parametersumme 1 ha-
ben. Koeffizienten mit Parametersumme 1 kennen wir laut 2.2.8] Wir miissen nur
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noch abzihlen, wie viele der Koeffizienten K (1), K(0[1),..., K(0[0|...|0]1) auftre-
—_————

k—1 Nullen
ten. Um von K(ay|az|...|ar — 1) auf K(1) zu kommen, muss der erste Parameter

a; — 1 Mal verringert werden, der zweite a, Mal usw. und der letzte a; Mal. Wir
suchen also die Anzahl der Permutationen mit Wiederholungen. Diese wird durch
den Multinomialkoeffizienten

ar+as+...+a,—1
al—l,ag,...,ak

berechnet. (Vgl. [14]) Analog kommt K(0|1) genau

al—i—ag—i—...—i—ak—l
a,as —1,...,ag

Mal vor, usw. und K(0[0]...|0]1) kommt
———

k—1 Nullen

(al—l—ag—l—...—i—ak—l)

ai, o, ...,a — 1
Mal vor.

Betrachten wir wieder die Berechnung von |[K(1|1|1)|, die wir oben begonnen haben.

IK([1[1)] = [KO[1[1)] + [K(1[0[1)] + [K(1[1[0)] =

|K(0[0[1)]+|K(0[|1)]+|K(0]0]1)]+|K(1)|+|K(0]1)|+|K(1)] = 3+2+3+1+2+1 = 12
Die Koeffizienten |[K(1)|, |K(0|1)| und |K(0|0]1)| kommen alle genau zwei Mal vor,

2 B 2 B 2 _,
0,1,1 )~ \ 1,01 )~ \1,1,0 )~

Man vergleiche dies mit dem Unterstrichenen in Tabelle 2.5 auf Seite

Es gilt also folgende Formel:
Lemma 2.2.9 ([F])

k
ar+as + ...+ ag
K(ailas| ... |lar)| =
Kool =30 ( o)

cQg1,09 — 1 a4, ..

Diese Formel wollen wir noch etwas umformen:

k
(a1+a2+...+ak—1)!
K(ai|ag]. . Jax)| =
0

allag! c -ag,l!(ag — 1)!ag+1! c -ak!

_igag(a1+a2+...+ak—l)! B
N ailas! - - - ag!
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Z];:ogag(al +ag+...+ap — 1)! _

N a1!a2!-~ak!

n

——

k
(a1+a2+...+ak—1)!Zgag
g=0

ailas! - - - ag!
Wenn wir diese Formel mit der Vorzeichenregel kombinieren, erhalten wir fol-
genden

Satz 2.2.10 (Koeffizientensatz, [F])

Der Koeffizient K(ay|as| ... |ay) in s, errechnet sich als
n(a +as+ ... +a, —1)! dobanta
K(ailas|. .. |ax) = (@ 2, | |k ) (—1)eztastast —
a1:a9- - Q.
n aq + 45 +...+ ay (_1)a2+a4+a6+... —
ay +as+ ...+ ag ay, a9, ...,0k

n A
_ _1 az+as+ae+...
A(al7a27"'7ak‘)( )

Das Zeichen A bezeichnet wie in die Parametersumme a; + a2 + ... + ay.

2.3 Spezielle Koeffizientenwerte bei den
Potenzsummen

Wir werden uns jetzt mit einigen Spezialfillen befassen, in denen die Formel [2.2.10
noch einfacher wird. Wo diese vereinfachte Berechnung von s7, sg, sg und s;o moglich

ist, ist in den Tabellen 2.1}, 2.2] 2.3} 2.4 und 2.5 auf Seite 29 bzw. und
auf den Seiten [[} [T} [[T]] und [[V] farblich gekennzeichnet: Die entsprechenden Spalten

bzw. Zeilen sind in den Tabellen mit der selben Farbe hinterlegt wie die Namen der
zugehorigen bzw. betreffenden Korollare (siehe auch Anhang .

Aus der expliziten Darstellung der Koeffizienten kann man direkt folgende schéne
Erkenntnisse ableiten:

Korollar 2.3.1 ( Monome in einer ,,Variablen*, vgl. [11] )
K(0[0]...[0|y)| =2 Vz,ye N~
——
z—1 Nullen
Dieses Korollar meint vereinfacht ausgedriickt: Wenn wir jenen Koeffizienten bei

einem Monom berechnen wollen, der Potenz eines einzigen p, ist, so ist dieser Ko-
effizient +x.
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Beispiel 2.3.2
Wir konnen einige Koeffizienten in sqo dadurch sehr schnell ermitteln:

K(60) ~ 1
K(0[30) '
K (0]0[20) = 3
K(0[0]0[15) = —4
K(0[0]0[0[12)
K (0[0]0[0]0]10)

[l
o o

Korollar 2.3.3 ( Eine Eins und eine beliebige weitere Zahl, vgl.[13] )

K(0[0]...10[1]00]...[0|y)] = n
—— ——

beliebig viele beliebig viele

K(0[0]...[0]y|00]...[0[)| = n
—_—— N——

beliebig viele beliebig viele

Wenn wir den Koeffizienten bei einem Monom der Gestalt p,p; mit g # h und
y € N* berechnen wollen, so ist dieser durch +n in der entsprechenden Summe s,
gegeben.

Beispiel 2.3.4
inss: |K3|1)| = |[K(1]2)] = 5
inse: KA = [KEOL| = 6
Korollar 2.3.5 (Umordnung bei gleicher Potenz, vgl. [13])
(ay,aq,...,a,) ist eine Permutation von (by, by, ..., b,) und Zgzl gay = 25:1 gby, =

|K(ai|az|...|ar)| = |K(by|bs] ... |bk)]
Wenn zwei Koeffizienten K(ay|as|. . .|ax) und K(by|bs| .. .|bg) in der gleichen Sum-
me s, vorkommen (dazu miissen die zugehorigen Monome gleiche Grade haben, das
heif}t, es gilt Z§:1 ga, = Z’;Zl gb,), und wenn man durch Vertauschung der Expo-

nenten der , Variablen® p, das eine Monom in das andere iiberfiihren kann, so sind
die Koeffizienten betragsméfig gleich.

Korollar 2.3.6 (n ist eine Primzahl, [F])

nelP und ay#n=n | K(aas...|ax)

Wenn n eine Primzahl ist, so sind alle Koeffizienten, mit Ausnahme des Koeffizienten
bei p}, der ja laut gleich 1 ist, durch n teilbar.

Beweis. ([F])

ap+as+...+a— 1)' (_1)a2+a4+a6+...
ailas! - - - ag!

K(ai|as| ... |ax) = ul

Im Zé&hler steht n. Im Nenner kommt sicher n nicht vor, da a4, as, ..., a; < n ist.
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Korollar 2.3.7 ((Nur erste Potenzen, [F] )

ay,0Q2,...,0, € {O, 1} — \K(a1|a2| c. ]ak)| = n(A — 1)'

Wenn jedes elementarsymmetrische Polynom nur zur ersten Potenz vorkommt, dann
ist der Koeffizient n Mal der Fakultit der Anzahl der elementarsymmetrischen Po-
lynome. Die Anzahl der elementarsymmetrischen Polynome stimmt mit der Para-
metersumme iiberein, da ja jedes elementarsymmetrische Polynom nur zur ersten
Potenz vorkommt.

Beweis. ([F])
Wir betrachten die Formel [2.2.10, wobei uns nur der Betrag der Koeffizienten inter-

essiert:
n(al—I—ag—i—...—i—ak—l)!

(Zl!ag! ce ak!

|K(ai|as|...|ax)| =

Wenn alle a;, mit 1 < g < k nur die Werte Null oder Eins annehmen, so ist a,! = 1.
Daher gilt
|K(ai|az|...|ax)| =n(ay +as+ ... +a, — 1)

Da a; +as + ...+ ap = A ist, sind wir fertig.

Korollar 2.3.8 ( p; quadratisch, sonst nur p,, vgl. [13] )
K(2|m) = (m +1)*(-=1)"

Beweis. ([F])
Dieses Korollar folgt aus der Formel [2.2.10, wenn wir fiir a; = 2, a; = m und a, = 0
fiir alle g > 2 einsetzen. Wir erhalten:

m+1)

_n@2+m— 1)!(_1)m _ n( . (—1)m

K@2m) = =5
Es ist n = ay + 2ay + 3as + ... kayg, also ist in unserem Fall n = 2 + 2m. Daraus
ergibt sich:

2m+2)(m +1 W 2(m+1)? m m
K(2jm) = EPEDOED o 2Dy g 12(-1)
U
Beispiel 2.3.9
K(2/0) = 1 in sy
K(2]11) = -4 in s
K(2]2) = 9 in sg
K(2[3) = —16 in s
K(2‘4) = 25 in S10
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Beweis. ([F])
Auch diese Schlussfolgerung zeigen wir durch Einsetzen in die Formel [2.2.10L Diesmal
haben wir a; = m, a; = 2 und a, = 0 fiir alle g > 2.

n(m+ 2 — 1)!(_1)2 ~n(m+1)

m!2! 2
Im Unterschied zu unserem vorherigen Ergebnis ist diesmal n =m +2-2 =m + 4.
Daher gilt die zu zeigende Formel.

K(m[2) =

O
Beispiel 2.3.11
K(OZ2) = & = 2 in s
K(12) = %2 = 5 in s5
K(22) = 2 = 9 in s
K3B|2) = & = 14 in s
K(42) = 2 = 20 in ss
K(52) = & = 27 in s
K(6]2) = 5% = 35 in sy

Korollar 2.3.12 ( Nur gleiche Potenzen, [F] )

(k + 1)(km)!

K(m|m|...|m)| = 2l

k Mal

Beweis. ([F])
Auch diese Aussage beweisen wir durch Einsetzen in die Formel 2.2.10] Es sind nun

alle a4 gleich m. Also ist

nm+m+...+m—1)"! n(km—1)!
m!im!---m!  (mDE

K(m|m|...|m)| =
———
k Mal

Zum Ziel kommen wir, indem wir n ausrechnen:

n:m—|—2m+...+km:m(1+2+3+'”+k):mk(k;‘l)
Daher ist
m ) (ke — 1)1 (k4 Dkm(km — 1) (k+ 1)(km)!
K(m|m|...|m)| = i~ = i _ u
o (m) 2(mi) 2(ml)

36



Beispiel 2.3.13

36! 3-720 .
|K(3|3)|:2‘3!2: 536 =30 in s

2.4 Ausblick: Weitere symmetrische Polynome und
ihre Darstellung

Laut dem Hauptsatz iiber symmetrische Funktionen kénnen wir alle sym-
metrischen Polynome durch elementarsymmetrische ausdriicken. Gibt es eine all-
gemeine Formel, mit welcher wir alle symmetrischen Polynome als Polynom von
elementarsymmetrischen Polynomen ausdriicken konnen?

Nun stellt sich die Frage, welche symmetrischen Polynome es fiir einen Grad n gibt.
Wenn wir jedes symmetrische Polynom als Linearkombination von bestimmten Poly-
nomen ausdriicken konnen, von denen wir die Darstellung als elementarsymmetrische
Polynome kennen, dann kénnen wir obige Frage mit ,,ja“ beantworten.

Wir werden uns sinnvollerweise auf Polynome in Summenform beschrénken. Kennen
wir das darzustellende Polynom in Produktform, so multiplizieren wir es aus.

Wir kénnen das untersuchte Polynom P(z1, s, ..., x;) als Summe von homogenen
Polynomen Py(x1, s, ..., x)+ Pi(x1, T, ..., 2p) +. ..+ Po(x1, o, . . ., 2) schreiben,
wobei der Grad jedes Monoms von P, gleich g ist. Daher beschranken wir uns auf
homogene Polynome.

Wir betrachten nun also nur mehr ausmultiplizierte homogene symmetrische Polyno-
me in k£ Variablen mit dem Grad n. Wir suchen die , kleinsten Bausteine“. Das sind
also symmetrische Summen ohne Wiederholung von Monomen. Wir wollen nun fiir
kleine Grade alle Polynome finden, die symmetrische Summen ohne Wiederholung
von Monomen sind.

Beispiel 2.4.1 (Polynome vom Grad 3)
Wir finden drei ,kleinste“ symmetrische Polynome vom Grad 3:

Zsym* (,y,2) ryz = rTYyz = bp3
wm @y LY = PPy + P2yt yte 4 2P 4 2Py
gt = Y20 = s
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Beispiel 2.4.2 (Polynome vom Grad 4)
Wir finden finf ,kleinste“ symmetrische Polynome vom Grad 4:

Zsym*(w,y,z,u) TYyzu = TYZUu = p,
sym* (z,y,2,u) ?yz = 2lyz+ 2iyu + 2?2u + yiaz + yieu + yPrut
2ay + 2Prvu+ 2yu + wPry + vz + utyz
D osmayeny LY = 2+ 2722 4+ 2%+ 2+ P + 2
syt e TV = Tyt atztatut ety 4y ut
2Pr+ 2y + Pu+ vt + udy + ulz
2 sy ,20) ! = 'yttt = s,

Wir erkennen, dass die Anzahl der , kleinsten Bausteine“ mit der Anzahl der Partitio-
nen iibereinstimmt. Einer Partition by4by+ . . . +b; entspricht der , kleinste Baustein®

ZSym*(zlvz%---vfk) Ty Ly Xy
Diese Uberlegungen motivieren uns zu folgender Definition:

Definition 2.4.3 (Basissymmetrische Polynome, vgl. [12])

b
E 1‘1{11'32"'1‘11

sym* (x1,22,...,Tk)

B(bl%z%..ﬁrbl)(%’ T, ..., T)

mit deg (B(bljrbﬁ”.%bl)(xl, To,...,xp)) =bi+bo+...+bh=n
Nun wollen wir unsere Vermutungen auf sichere Beine stellen.

Satz 2.4.4 (vgl. [12])

Jedes symmetrische Polynom lisst sich als Linearkombination von basissymmetri-
schen Polynomen darstellen.

Beweis. (vgl. [12])
Sel ey ep,...27 x5 -+ - ;" ein Monom vom Grad n des symmetrischen Polynoms P.
Aus Symmetriegriinden miissen die Koeffizienten a., ¢, ., und a4, 4,...4, gleich sein,
wenn (dy,ds,...,d;) eine beliebige Vertauschung von (cy,co, ..., ¢) ist. All diese
Monome kénnen wir als B, 1.,1. i, zusammenfassen. Die Partition citeat .. da
miissen wir nicht unbedingt als geordnete Partition schreiben.

Diesen Schritt kénnen wir so oft mit Monomen, die wir noch nicht zu basissymme-
trischen Polynomen zusammengefasst haben, wiederholen, solange es noch welche
gibt. Da ein Polynom nur endlich viele Monome hat, haben wir irgendwann alle zu
basissymmetrischen Polynomen zusammengefasst.

O

Nach dieser Definition sind Potenzsummen (F,)) und elementarsymmetrische Po-
lynome (313, 31)) auch basissymmetrische Polynome. Wie wir diese Polynome
durch elementarsymmetrische Polynome ausdriicken, wissen wir bereits. Unser Pro-
blem beschrénkt sich also nur noch auf die Darstellung von allen weiteren basissym-
metrischen Polynomen als Polynom von elementarsymmetrischen Polynomen. An
dieser Stelle wiire es interessant, weiterzuforschen.
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Prof. Mag. Heinrich Josef Gstottner hat bereits eine Darstellung fiir bestimmte
basissymmetrische Polynome gefunden:

Satz 2.4.5 (vgl. [12])

> afmaws-omg = pipg1 — gpy

sym*(x1,22,...,&4)

B(2$1%1$...$1) (w1, m2,...,24)

Beweis. (vgl. [12])
Setzen wir x, = 0, so ist das basissymmetrische Polynom identisch zu:

B(24}1J}1J}...J;1) (w1, 22,...,741,0)
T1To - Tgoq - (T1 +Ta+ ...+ Tg1)
pg—lpl

Mit dieser Umformung haben wir Ps11315 11y in g — 1 Variablen bestimmt. Das
Polynom ist vom Grad g. Es kann daher in mehreren Variablen nur ein Ausdruck der
Form Cp, fiir eine Konstante C' dazukommen. Diese wollen wir nun mit spezieller
Variablenbelegung bestimmen:

Wir setzen 1 = 22 = ... = 2, = 1 und erhalten:
Boiiir oL, 1.1 =p,_1pr + Cp
(2+1+1+...+1)( - ) g—1F1 g
g viele

Wir miissen nun bestimmen, wie viele Summanden in Po1y3,5 1) enthalten sind.
Diese sind aufgrund der Variablenbelegung alle 1. Die Potenz 0 kommt einmal vor,
die Potenz 1 kommt g — 2 Mal vor und die Potenz 2 kommt einmal vor. Die Anzahl
der Permutationen mit Wiederholungen errechnet sich als Multinomialkoeffizient

(vgl. [14]) '
g!
( 1,932,1 ) ~Tg—zm Y9

Das elementarsymmetrische Polynom p; sowie p,_; besteht aus ¢ Summanden und
das elementarsymmetrische Polynom p, besteht aus nur einem Summanden. Dies
fithrt uns zu folgender Gleichung in C":

glg—1)=g-9+C-1
Daraus folgt unmittelbar C' = —g.
O

Prof. Mag. Heinrich Josef Gstottner hat auch bereits die Darstellung aller basissym-
metrischen Polynome durch elementarsymmetrische bis zu Grad fiinf ermittelt, was
in Tabelle [6.5]im Anhang [6.1] auf Seite [V] nachzulesen ist.

In der besagten Tabelle sehen wir, dass viele der Koeffizienten Null sind. Je spéter
die Partition b;+bo+ ... +b; ist, desto mehr Koeffizienten von B, 0,115, fallen
weg. Diese Tatsache konnen wir durch eine geschickte spezielle Variablenbelegung
beweisen.
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Satz 2.4.6 ([F])

In der Darstellung des basissymmetrischen Polynoms B, 14,1 14, (1,72, .., Tk)
als Polynom von elementarsymmetrischen Polynomen E(p1,ps, ..., px) sind alle Ko-
effizienten ae, ¢y, ¢, bei einem Monom der Gestalt e, ey e \PTDS D, mit

e1,€2,...,¢-1 € N Null.
Beispiel 2.4.7

Bty = Z a’be = pips — 2paps — p1pa + 5ps

sym*
Die Monome, in denen nur p; und py vorkommen, also p; und p3ps, fallen weg.

Beweisskizze. ([F])
Wir betrachten das basissymmetrische Polymom in [ — 1 Variablen. Das heif3t, wir

setzen r; = ;01 = ... =1 = 0.
Es gilt
A _ b1 _bo by
B(b1+b2+...+bl)($1am2a e Tg) = § Ly Xy » I
sym*(x1,22,...,Tk)
Jedes Monom von B, 14,7 14, (21, 2, . . ., ¥x) enthilt mindestens einen Faktor Null.
Daher ist
B(bl—i‘bz'i'---'?'bl)(xl’ Lo, ... ,l’k) = 0

Daher muss also auch

E(plap27'"7pla0707"'70) = E(php?w--,pl) =0

gelten.

Wenn wir das Polynom E in [ — 1 Variablen betrachten, bleiben alle Monome der
Gestalt e, e,...e; P1'D5 - ]olel_’l1 iibrig. Da E das Nullpolynom ist, miissen alle Ko-
effizienten ae, ¢, ,_, Null sein.

U
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3 Anwendung der bisherigen
Erkenntnisse beim Losen
ausgewadhlter Aufgaben

3.1 Eine erste Aufgabe (Gleichungssystem)

Diese Aufgabe stammt von einem Teilnehmer am Internationalen Mathe-Camp in
Werbellinsee (vgl. [7]):
Seien x,y,z € C
Es sei
r+y+z = 0

By =

wttyt 2t =0
2008 | 2008 | 2008

w

Man bestimme z

Losung mittels expliziter Berechnung:

In Anlehnung an die Losung des Autors des Problems (vgl. [7]) ,erraten® wir, dass
die dritten Einheitswurzeln {z,y, 2} = {1, (3, (3, } mit (3 = —% + \/752 Losungen sind.
Es reicht uns, dass wir aus den Angaben py, p2, p3 berechnen und eine kubische Glei-
chung anschreiben konnen, deren Losungen den Losungen des Gleichungssystems
entsprechen. Diese sind eindeutig. Da (3 = 1 ist, gilt

1,2008 + y2008 + 22008 =1+ C32008 + €§016 =0
3 ¢
Lésung mittels elementarsymmetrischer Polynome:

Die Losung des Autors dieser Fachbereichsarbeit beginnt mit folgenden Uberlegungen:

S1 = P11 = 0
s3 = p}— 3pip2+3ps =1 = p3 =1
=0
Sy = py—Apipa+2p3 +4pips—4dpy = 0 = p; = 0
—_———— T
-0 -
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3 1 2008 = In der Darstellung von sspos gibt es keinen elementarsymmetrischen
Ausdruck, der nur aus ps besteht (der Grad wére sonst nicht 2008). Daher muss
$92008 — 0 sein.

3.2 Eine zweite Aufgabe (Potenzsummen)

Diese Aufgabe stammt vom Autor dieser Fachbereichsarbeit, der auch die unten
angegebene Losung entwickelte:

Seien w1, To, X3, ..., T4, T4 € C mit
a1
sk=» xf=0 fir k=1...39
g=1

41 41
S40 — E I;O =—40 wund S41 — E I;l =41
g:l =1

: 4
Man bestimme Ss919 = Zgzl x§010 _2

Losung zur zweiten Aufgabe:

s1 = pp = 0

Sy = pi —2ps = 0 = p =0
~~
=0

s39. = P+ ... +39ps9 =0 = py =0
=0

S40 = p‘ll0+...—40p40 = 40 = Py = 1
=0

S41 = ?1111—1—...—41]71]?494—41]741 = 41 = P4 = 1

=0

Wir interessieren uns also fiir jene elementarsymmetrischen Ausdriicke, die nur pyg
und py; enthalten, also Ausdriicke der Form p%p4, mit a,b € N. Der Grad des
Ausdrucks muss 2010 sein. Das heifit 40a + 416 = 2010. Wir sehen, dass (a,b) =
(40,10) eine Losung ist. Da ggT(40,41) = 1, sind alle weiteren Losungen durch
(a,b) = (40 + 41k, 10 — 40k) mit k € Z gegeben. Wenn k # 0, so ist aber (a,b) & N*.

Es gibt also nur eine Losung.

Damit ist
s9010 = K (0]0] ... [0 [40|10) piops? =
—— ——
39 Nullen =1
1\ VA1 - A9 43 Ad - AR - A6 - AT - 4R .
_ 2010(40+10 1). _ 2010-41-42-43-44-45-46-47 - 48 49:412945582434
40!10! 2:-3-4-5-6-7-8-9-10
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3.3 Eine dritte Aufgabe (Ungleichung)

Diese Aufgabe ist dem Bundeswettbewerb der 41. Osterreichischen Mathematik-
Olympiade entnommen (vgl. [6]):

Man zeige: Fiir alle Tripel paarweise verschiedener ganzer Zahlen z, vy, 2z ist

-y +-2)"+-2) - @-—yy-2)c-2)(e-y'+y-2)"'+(z—2)")

@9t (-2t (=) =

Wann gilt Gleichheit?

Lésung mittels elementarsymmetrischer Polynome:

Die Losung des Autors dieser Fachbereichsarbeit beginnt mit einer Substitution:
Sei x —y = a, y— 2 = b, z—x = c. Daraus ergibt sich die Nebenbedingung
a+b+c=p =0,a,bceZ".

Die zu zeigende Ungleichung wird zu:

a” + b7 + ¢ — abc(a* + b* + )
>3
ad+ b+ b -

In der Schreibweise der elementarsymmetrischen Polynome und Potenzsummen ist
Zu zeigen:
s7 — p3 - (S4)
S5

>3

Wir wollen nun die Potenzsummen durch elementarsymmetrische Polynome aus-
driicken. Da wir die symmetrischen Polynome in nur drei Variablen betrachten, ist
pr = 0 fiir £ > 3. Laut Nebenbedingung gilt p; = 0. Uns interessieren also lediglich
noch jene Ausdriicke, die nur p, und p3 enthalten. s4 und s5 haben wir in in den
Tabellen 2.3 und 2.4] auf Seite 29 schon berechnet:

S4 = 219%

S5 = —Opap3

Wir miissen nun auch s; ausdriicken. Dabei interessieren uns nur jene Partitionen
von 7, die nur 2 und 3 enthalten. Offensichtlich ist 3+242 die einzige dieser Par-
titionen. Daher ist p2ps der einzige Ausdruck, der nicht wegfillt. Laut Satz [2.2.10

ot 7042+1—1)!
$241-1)
0211l =7

K(0[2]1) = (-1)*

Dabher ist
S = 719%1?3

Wir haben also noch zu zeigen, dass

7]?%]73 - ps(QP%)

> 3 <=
—dpaps3
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Py < —3 <=
ab+ bc+ ca < —3
Sei 0. BdAa>b>c Daa+b+c¢c=0 muss a >0 und ¢ < 0 gelten. Sei nun

weiters 0.B.d.A b > 0. (Wenn b < 0 ist, multiplizieren wir jede Variable mit (—1)
und vertauschen a und ¢). Wir driicken nun ¢ als —a — b aus. Zu zeigen:

ab+b(—a —b) +a(—a —b) =ab—ab—b* —ab— a* = —a® —ab —b*> < -3
<t1 <1 <o

O

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn a® = b*> = ab = 1. Wenn wir wieder davon
ausgehen, dass a,b, ¢ eine beliebige Ordnung haben und auch zwei der Variablen
a, b, c negativ sein konnen, erhalten wir durch Riicksubstitution in z,y, z, dass der
Gleichheitsfall genau dann eintritt, wenn {z,y,z} = {k — 1,k,k + 1} mit einem
k € 7 ist.

3.4 Eine vierte Aufgabe (Gleichung)

Diese Aufgabe hat Prof. Mag. Heinrich Josef Gstottner im Jahr 2007 zum Kurs-
wettbewerb in Vocklabruck bzw. zum Qualifikationswettbewerb fiir Oberosterreich
gestellt (vgl. [3]):

Die Losungsmenge folgender Gleichung sei {a, b, ¢, d}:
(z —3)* + 122° 4+ 90z = 792* + 53

Man bestimme den Wert von a® + b3 + ¢® + d°.

Losung der vierten Aufgabe

Die Musterlosung von Prof. Mag. Heinrich Josef Gstottner (vgl. [5]) besteht darin,
die Gleichung zuerst zu vereinfachen:

(. —3)'+ 1223+ 90z = 7922 +53 <—
xt — 1223 + 542 — 108% + 81 + 1223 + 90x — 792% — 53 = 0 <=
P(r) =2 — 2522 — 182 + 28 = 0

Das Polynom P(x) ist ein normiertes Polynom vierten Grades. Laut Satz von Vieta
gilt:

pr = a+b+c+d =0
po = ab+ac+ad+bc+bd+cd = —25
p3 = abc+ abd + acd 4 bed = 18

Wie wir aus Tabelle 2.2] des Abschnitts [2.2] auf Seite 29] wissen, ist
A+ 0P+ dP =53 =p) —3pipr+3p3 =0 —3-0-(=25)+3-18 =54
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Produkt
leeres [X]
symmetrisches

symmetrisches ohne Wie-
derholung [X]|

zyklisches
Produktform [

Satz Hauptsatz iiber symmetri-
sche Polynome

Koeffizientensatz 33|
von Vieta [10l

48



Subtraktion von Polynomen
Summe [X|

leere [X]

symmetrische [X]
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6 Anhang

6.1 Tabellen

Tabelle 6.1: Bestimmung der Koeffizienten in s; (verdndert nach [9])
|p1 P2 ps i ps pe pr | Bezeichnung | VZ | K |

1 | K(olojojojojo]1) | + | 7



Tabelle 6.2: Bestimmung der Koeffizienten in sg (veréndert nach [9])
| pr P2 Ps P Ps pe pr ps | Bezeichnung | VZ | K|

K(3/1]1)
K(1)2/1)
K(2/0[2)

K(2/1/0]L)

K(0/0[0[2)

1 | K(0]0]0]o[o[ojo]1) 8

II



Tabelle 6.3: Bestimmung der Koeffizienten in s¢ (verdndert nach [9])

P P2 Ps ps Ps pe pr ps po | Bezeichnung | VZ | K |

K(9)

I1I

K(00jojojojojojofr)

_|_

K(4/1]1) — |45
K(2/2[1) + | 54
K(3|0[2) + |18
K(1]1]2) — o7
K(0[0[3) + |3
K(3/1/0]1) + |36
K(1]2/0]1) Y
K(2/0[1]1) — o7

1

K(2/1/0j0[1) |27



Tabelle 6.4: Bestimmung der Koeffizienten in sy

|p1 D2 P3 Ps Ps P Pr Ps DP9 Pio | Bezeichnung |VZ| K|

K(4{1]0[1)
2 2 1 K(2]2[0[1) — | 60

K(3[0[1]1) w0

K(20[0]2)

K(3[1]0[0]1)

K(1]2[0]0]1)

K (2[0[1]0]1)
K(0]0]0]0]2)
K(2[1[00j0]1)

1 | K(0]0]0[0]0]0J0[0]0]1) 10

IV



Tabelle 6.5: Bestimmung der Basissymmetrischen Polynome (verdndert nach [10])

Grad 0: By = D yme | = Do
Grad 1: B(l) = Zsym* a = N
Grad 2: By = Y m-ab = p
By = Yam @ = P2
Grad 3: Bgii41 = D gym-abe = p3
Biy = Y ym @b = pip2—3ps3
B = Yamr @ = pi-3pip2+3p
Grad 4: B(313141) = D gymrabed = py
Bty = sym* a’bc = pips —4ps
By19) = Yme @0 = pi—2pips+ 2py
B(3J}1) = sym* a’b = P%Pz - 21?% — p1p3 + 4py
Bu) = Do a = p} —4pips + 2p3 + Apips — 4pa
Grad 5 Bgiipi1141) = Zsym* abcde = ps
Bttty = Zsym* a’bed = pips — 5ps
Boiag = Zsym* a*b’c = pops — 3pipa + 5ps
B = Zsym* a’be = pips — 2paps — pipa + 5ps
B9 = Zsym* a*b?> = pip3 — 2pips — paps + 5p1pa — Bps
By = Ym0 = pipa—3pip3 — pips + Spaps + pipa
—9Ps
Bs) = Y@ = pi—5pip2 +5pipi + 5pips — 5paps

—5p1ps + 5ps




6.2 Entstehungsplan

28.09.2009
21.10.2009
30.11.2009
18.01.2010
22.02.2010
22.03.2010
26.03.2010

08.04.2010
Juni 2010

August 2010

26.08.2010 bis 12.09.2010
13.09.2010

20.09.2010

29.09.2010 12:45 bis 15:45

27. und 28.11.2010
29.11.2010

09.12.2010

22.12.2010 12:15 bis 15:15
23.12.2010

30.12.2010 9:30 bis 12:15

02. bis 09.01.2011
10.01.2011

11.01.2011 13:15 bis 15:00
14.01.2011 12:15 bis 13:00

16.01.2011
19.01.2011

Besprechung der Grundidee und Skizzen mit Prof. Mag.
Dr. Rupert Sodl

Austausch von ITEX-System MikTeX und BKTEX-Editor
TEXnicCenter

Abgabe eines Konzepts der Fachbereichsarbeit an Prof.
Mag. Dr. Rupert Sodl

Erhalt eines Grundgeriists der Fachbereichsarbeit von
Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Abgabe eines Konzepts zu Kapitel 1 in handschriftlicher
Form an Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Abgabe eines Konzepts zu Kapitel 2 in handschriftlicher
Form an Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Abgabe eines Beweises der Newton’schen Beziehung aus
der Literatur an Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl
Besprechung mit Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Umstieg auf KITEX-System Tex Live und KTEX-Editor
Winefish

Umstieg auf KXTEX-Editor Kile

Ubertragung der handschriftlichen Konzepte in ITEX
Abgabe einer ersten ge-TEX-ten Version der Fachbe-
reichsarbeit an Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Austausch von Betriebssystem Knoppix 6.2, KTEX-
System Tex Live und BKTEX-Editor Kile

Besprechung der Fachbereichsarbeit mit Prof. Mag. Dr.
Rupert Sodl

Uberarbeitung von Kapitel 1

Abgabe von Kapitel 1 und eines Soll-Zeitplans an Prof.
Mag. Dr. Rupert Sodl

Abgabe von Kapitel 2 und 3 an Prof. Mag. Dr. Rupert
Sodl

Besprechung mit Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Abgabe an Prof. Mag. Heinrich Josef Gstottner
Besprechung mit Prof. Mag. Heinrich Josef Gstottner
(ohne Betreuer)

Uberarbeitung

Abgabe der Uberarbeitung an Prof. Mag. Dr. Rupert
Sodl

Besprechung mit Prof. Mag. Heinrich Josef Gstottner
und Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Besprechung mit Prof. Mag. Heinrich Josef Gstottner
und Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Uberarbeitung

Uberarbeitung
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20.01.2011

28.01.2011 11:00 bis 11:30
30.01.2011

31.01.2011

04.02.2011 11:00 bis 11:30
und 12:15 bis 12:45

05. bis 07.02.2011
08.02.2011

08.02.2011 13:15 bis 14:15
08.02.2011

09.02.2011

09.02.2011 12:15 bis 13:00
10.02.2011

11.02.2011

Abgabe an Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl und an Prof.
Mag. Franz Brunner

Besprechung mit Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl
Uberarbeitung

Abgabe an Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Besprechung mit Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Uberarbeitung

Abgabe an Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Besprechung mit Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl
Uberarbeitung

Abgabe an Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl

Finale Besprechung mit Prof. Mag. Dr. Rupert Sodl
Finale Uberarbeitung

Abgabe an die Druckerei und nachfolgend an die Bin-
derei
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7 Erklarungen und Notationen

v
fiir alle
3
es existiert ein
Identitét zweier Polynome. Diese Schreibweise ist uniiblich, aber sie vermeidet
Verwirrung. Die Identitdt wird damit anders notiert als die Gleichheit zweier
Polynome an einer Stelle.
N
die Menge der natiirlichen Zahlen {0, 1,2,...}
Z
die Menge der ganzen Zahlen {... —2,—-1,0,1,2,...}
Q
die Menge der rationalen Zahlen
R
die Menge der reellen Zahlen
C
die Menge der komplexen Zahlen
P

die Menge der Primzahlen

P:M — M2
die Funktion P bildet von der Menge M, in die Menge M, ab.

M*
die Menge M ohne das Nullelement. So ist z.B. N* = {1,2,3,...}
M+
die Menge der positiven Elemente in M. So ist z.B. ZT = N*
7
die imaginédre Einheit
max(xg, 1, ..., Tp)

das grofite Element der Menge {xo, z1,...,2,}
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min(zg, T1,...,Ty)

das kleinste Element der Menge {xg, z1,...,2,}
sgn(z)
Signum von x
|z
Betrag von x
C
Untermenge von
S
Element von
U
Vereinigungsmenge
A
logisches und
V
logisches oder
alb
a teilt b, das heifit b ist ein Vielfaches von a
+, F
Diese Zeichen stehen fiir zwei Aussagen in einer Zeile: Die erste Aussage bezieht
sich auf das jeweils obere Zeichen, die zweite auf das jeweils untere.
K(ay|as| ... |ax)

ak

der Koeffizient bei pi'ps* - - - pi* in der entsprechenden Summe s,

(ll—T—CLQ—T‘ Ce —T—CL[
eine Partition der Zahl a1 +as + ... + @

das konstante Verhéltnis des Umfangs zum Durchmesser eines Kreises

P'(z)
die erste Ableitung von P(x) nach z

A

Parametersumme
>

Summe
11

Produkt

2 g=a X (9)

Diese Schreibweise bedeutet die Summe X (a)+ X (a+1) ...+ X (e). Die ganze
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Zahl g wird Summenindex genannt und durchlduft alle ganzen Zahlen von
einschlieBlich a € Z bis einschliellich e € Z. Man sagt auch, man summiert
iiber {a,a+1,...,e}. Fiir a > e wird die ,leere Summe* >7'_ X(g) =0
gesetzt. Ersetzen wir das Zeichen Y durch [], so meinen wir das Produkt
X(a)X(a+1)---X(e). Fiir a > e weisen wir dem ,,leeren Produkt* den
Wert 1 zu.

Beispiel 7.0.1

4
Y P =12 +22+ 3+ 42 =30

g=1

4
[[s#=1722-3"4> =576

g=1

Zagg,h<e;g¢h X(g’ h)
Hier haben wir es mit den zwei Summenindizes g und h zu tun. Wir summieren

in diesem Fall {iber alle ganzen g und h, die den Bedingungen unter dem Sum-
menzeichen geniigen. Ersetzen wir das Zeichen Y durch ], so multiplizieren
wir {iber alle ganzen g und h, die die Bedingungen unter dem Produktzeichen
erfiillen, statt diese zu addieren. Summen und Produkte mit mehr Indizes
interpretieren wir analog.

Beispiel 7.0.2

Z agbh = albg + albg + CLgbl + a2b3 + a3b1 + agbg
1<g,h<4;9#h

Zsym(xl,:cg,...,xn) X(:L‘l’ T, ... amn)
Diese Schreibweise bedeutet die symmetrische Summe. Hier wird iiber alle

symmetrischen Vertauschungen (Permutationen) von xy, o, ..., x, summiert.
Ersetzen wir das Zeichen ) durch [], so meinen wir das symmetrische
Produkt.

Beispiel 7.0.3

Y dhPr =2+ 28y + PR+ e+ Py + Py

H (224y—2) = 2r+y—2)(20+2—y) 2y+r—2) 2Yy+2—2)(22+2—Y) (224+Yy—2)

sym(z,y,z)

Zsym*(xhxg,...,xn) P(xlﬁ L2, - - 7xn)
Mit dieser Schreibweise meinen wir die symmetrische Summe ohne Wie-

derholung. Hier wird wie bei der symmetrischen Summe iiber alle Vertau-
schungen von 1, xs, ..., z, summiert, aber identische Ausdriicke (es muss P
ein Polynom sein) werden nur einmal gezdhlt. Diese Schreibweise ist uniiblich.



In dieser Arbeit ist sie aber sehr niitzlich. Ersetzen wir das Zeichen > durch
[, meinen wir das symmetrische Produkt ohne Wiederholung.

Beispiel 7.0.4

Z Ty =2y + 2+ yz

Sym* (xhy’z)
jedoch
Z Ty =xY + T2 +Yyr +yz + zx + 2y

sym(z,y,z)

chc(:pl,:pg,...,xn) X(]jl: Zoy..., .Cli'n)
Diese Schreibweise meint die zyklische Summe:

X(x1, 29, .. xn) + X(2o, 23, ..., Ty 1) + oo+ X (X, X1, T2y .o, Ty 1)

Hier summieren wir nur iiber alle zyklischen Vertauschungen von x1, zo, ..., x,.
Ersetzen wir das Zeichen » | durch [], meinen wir das zyklische Produkt:

X(x1, 29, ) X (22,23, ..., Ty, 1)+ X (T, 1, T2y oo, Tpq)

Beispiel 7.0.5

Z Ty =y +yz+ zx
cyc(x,y,z)

I[[] G+y)=@E+yEy+2)(z+2)

cyc(z,y,z)
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